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LISTE 


PRÉSIDENTS  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FKAXCE 


DEPUIS    SA    FONDATION. 


Mil 


1873 

CUASLES. 

1874 

LAFFON  DE  LADÉBAT. 

1875 

BIEXAYMÉ. 

1876 

DE  LA  GOURNERIE. 

1877 

MANXHEIM. 

1878 

DARBOUX. 

1879 

0.  BONNET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

L AGI ERRE. 

188? 

HALPHEN. 

1883 

RODGHÉ. 

1884 

PICARD. 

1885 

APPELL. 

1886 

POINCARÉ. 

1887 

FOURET. 

1888 

LAISANT. 

1889 

ANDRÉ. 

1890 

HATON  DE  LA  GOIPILLIÈRE 

1891 

COLLIGNON. 

SOCIETAIRES    PERPETUELS. 

BEYOIST,  docteur  en  droit. 

BIENAY.MÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

BIOCIIE,  professeur  de  Mathématiques. 

BISCIIOFFSHEIM,  membre  de  l'Institut. 

BORCIIARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin   (décédé). 

BROCARD,  chef  de  bataillon  du  Génie. 

CANET,  ingénieur  civil. 

CHASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

CLAODE-LAFONTAIiVI,  banquier. 

FOl'RET,  examinateur  d'admission   à  l'École  Polytechnique. 

GAUTHIER-VILLARS,  imprimeur-éditeur. 

HALPHEN,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

IIATOY  DE  LA  GOUPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut. 

HERMITE,  membre  de  l'Institut. 

IIIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Gieenwich. 

JORDAY,  membre  de  l'Institut. 

LAFFON  DE  LADÉBAT,  vice-amiral  (décédé). 

MANNDEIH,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

MERflEBEAI',   licencie  es  sciences  mathématiques. 

l'EROTT  (Joseph). 

PERRIX,   ingénieur  en  chef  des  Mines. 

POINCARÉ,  membre  de  l'Institut. 

POLICNAC  (prince  C.  de). 

Rll'F\,  maître  de  Conférences  à  la  l'acuité  des  Sciences. 

SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald. 

TAWERY  (Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État. 

1  VICIt Y ,  reci  veur  des  Contributions  diverses. 

TCHEBICIIEPF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétorsbourg 

VIELLARD,  manufacturier  (décédé). 


ÉTAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  ERANCE 


AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1891    ('). 


Membres  honoraires  du  Bureau 


MM.   BERTRAND. 
CREMONA. 
DARBOUX. 
H  ERMITE. 
TCHÉBICHEFF. 


Président MM.  COLL1GNON. 


Vice-Présidents 


Secrétaires 


Vice-Secrétaires. 


Archiviste . 
Trésorier 


Membres  du  Conseil  (  '  ) 


DE  COMBEROUSSE. 
HUMKERT. 
PICQUET. 
VICAIRE. 

KOENIGS. 
RAFFY. 

CYRVALLO. 
L.  LÉVV. 

D'OCAGNE 

CLAUDE-LAFONTAINE. 

ANDRÉ,  1893. 

APPELL,  1894. 

FOURET,   1893. 

GOURSAT,  1892. 

HATON  DE  LA  GOITMLLIÈRE,  1  895. 

JORDAN,   1892. 

LAISANT,  1892. 

MANNHEIM,   1894. 

PICARD,   1894. 

POINCARÉ,  1893. 

DE  PRESLES,  1892. 

ROUCHÉ,  1893. 


(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(*)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre, 


Data 

de 

l'admit  lion. 

1872.     ACIIARD,   directeur  de  la  Compagnie   d'assurances  sur  la   vie  la  Foncière,  rue  de  la 
Terrasse,  G  bis,  à  Paris. 

1887.  ALBEGGIAXÏ  (M.-L.),  professeur  à  l'Université,  Salita  Banditore,  tu  à  Palerme  (Italie). 
1881.  AHIGIES,  professeur  au  lycée,  boulevard  du  Musée,  66,  à  Marseille  (  Houches-du-Rhône  ). 
1872.     AXDRÉ  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  17,  à  Paris. 

1 800 .  ANTOMAïU,  professeur  de  Mathématiques ,  rue  Vavin,  5,  à  Paris. 

1879.  APPELL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Le  Verrier,  6,  à  Paris, 

1884.  ARXAID.  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Nice  (Alpes-Maritimes). 

1872.  AROX  (Henri),  banquier,  rue  du  Quatre-Septembre,  18,  à  Paris. 

1881.  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Bonne,  à  Grenoble  (Isère). 

1882.  AITOXXE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  place  d'Helvetie,  -,  à  Lyon  (Rhône). 

1888.  BAPST  (Germain),  faubourg  Saint-Honoré,  2i5,  à  Paris. 
188G.  BARBERENA,  ingénieur  topographe,  à  San-Salvador. 

1889.  BEG11IX  (Maurice),  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris. 

1874.  BEVOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtclel,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (Saône- 

et-Loire),  S,  P.  ('), 

1875.  BERDELLÉ,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rio/.  (Haute-Saône). 

1873.  BERTRAND  (Joseph),    secrétaire    perpétuel  de    l'Académie    des   Sciences,   membre    de 

l'Académie  française,  rue    de  Tournoi),  \,  à  Paris. 

1887.  BEYEXS  (Ignacio),  capitaine  du  Génie,  Santa  Inès,  5,  à  Cadix  (Espagne). 

1872.     BIEXAYMÉ  (Arthur),    directeur  des  constructions  navales,  au  Ministère  de  la  Marine, 
à  Paris. 

1888.  BIOCIIE,  professeur  au  Lycée  Michelet,  rue  de  Madame,  34,  à  Paris,  S.  P. 
1875.     B1SCII0FFSUEIM,  membre  de  l'Institut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

1890.  BJERKXEES.  au  Laboratoire  de  Physique,  à  Bonn   (Allemagne). 

1881.  B0XC0.1IPAGX1  (le  prince  Balthasar),  palais  Piombino,  place  Colonna,  à  Rome  (Italie). 
I«s73.     B01LAXGER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Constantiue,  101,  à  Mustapha  inférieur 

(Algérie). 
188(3.     BRAl'LT  (A.),  boulevard  de  Toulouse,  36a,  à  Bordeaux  (Gironde   . 

1874.  BRIOSCIII,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan 

(Italie). 

1872.  BliISSE   (Ch.),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Vauquelin,  i5,  à  Paris. 

1873.  BROCARD,  chef  de  bataillon  du  Cenie,  à  Valence  (Drame). 

.      BRL'NEL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde), 
18S8.     CAXET     Gustave),  ingénieur  civil,  directeur  de  l'artillerie  à  la  Société  des  Forges  de  la 

Méditerranée,  avenue  de  MalakofiF,  91,  à  Paris.  S.  P. 
1885.     CARON,  professeur  «le  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  82,  à  Paris. 
1887,     GARVàLLO,  examinateur  a  l'École  Polytechnique,  \illa  Saîd,  19,  Passy-Paris. 
[884.     CASEY   [Jobn),  professeur  a  l'I  niversité  catholique  de  Dublin,  Stephena  Greep,  86, 

à  Dublin    Grande-Bretagne  . 
[887.     CA8PARY,  professeur  au  Collège  Huraboldt,  à  Berlin  (Allemagne  . 
1«73.     CATALAN,  professeur  émérite  à  l'Université,  ai,  rue  des  Éburons,  a  Liège  ( Belgique j. 

1887.  CERRDTI,  professeur  a  1  l  niversité,  a  Rome  (Italie). 

1888.  CUAILAN  (Edouard),  rue  Berthollet,  i',,  à  Paris. 


1  .  i  inilialci  S.  P.  désiguenl  les  Sociétaires  perpétuels. 


— -    \K    — 

Data 

de 

l'admlislon. 

1881.  CHEMIN,  ingénieur  eu  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  de  l'Aima,  12,  à  Paris. 

1884.  CIIKYST.Uj,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1873.  CIVI1LE,  ancien  élève  de  L'École  Polytechnique,  rue  de  la Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 

1875.  CLAUDE-LAFONTAINE,  banquier,  rue  de  Trévise,  ■>>.  à  Paris,  S.  P. 

1872.  C0I,LIG\0\,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  28,  à  Paris. 

1890.  C0L0T,  au  château  du  Seuil,  à  Cérons  (Gironde). 

1875.  C0MBER01SSE  (de),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  0^,  à  Paris. 

1872.     COURCELLES,   professeur   île   Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Gay- 
Lussac,  36,  à  Paris. 

1884.  CRAFfi  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis d'Amé- 

rique ). 
1877.     CREMOXA,  sénateur  t\u  royaume  d'Italie,  directeur  de   l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 
(  Italie). 

1880.  CRETIN,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Val-de- 

Gràce,  <).   à  l'aiis. 
1872.     DARBOliX,  membre  de  l'Institut,   doyen  de  la  Faculté  des    Sciences,  rue  Gay-Lussac, 
3'i,  a  Paris. 

1885.  DAUTBEVILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  DEFFORGES,  chef  de  bataillon  d'infanterie,  attaché  à  l'Etat-major  du  Ministre  de  la 

Guerre,  boulevard  Latour-Mauhourg,  41,  à  Paris. 

1882.  DELANSOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guéret  (Creuse). 

1885.  DEMARTltXS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1883.  DERl'YTS,  docteur  es  sciences,  chargé  de  Cours  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35, 

à  Liège  (Belgique). 

1872.      DEWL'I.F,  général    commandant  le  Génie   de    la   i5e    région,     boulevard    Rabnteau,    2, 
à  Marseille  (  Bouches-du-Rhône). 

1882.     DREYFIS  (Camille),  député,  rue  de  l'Université,  195,  à  Paris. 

1886.  DIXCW,  assistant  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique). 

1872.  DURRANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 
1885.  DYCk  (Walther),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 
1881.  ESCARY,  professeur  au  Lycée,  à  Constantine  (Algérie). 

1873.  FABRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  des  Batignolles,  8/j,  à  Paris. 

1888.  FAIiRY,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 
1885.     FERRAZ,  professeur  au  Lycée,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1885.     F1ELDS  (John),  professeur  à  Hamilton  (Canada). 

1881 .     FLOQIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 

1872.     FliYE  SAINTE-MARIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommerard,  12,  à  Pans. 

1889 .  FOICHE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Soufflot,  5,  à  Paris. 

1872.     FOl'RET,   examinateur  d'admission  à   l'École   Polytechnique,    rue  Washington,   16,  à 
Paris,  S.  P. 

1872.     GAR1EL,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Jouffroy,  3ç),  à  Paris. 

1872.     GAUTU1ER-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 

1890.  GEBBIA,  professeur  à  l'Université,  à  Palerme  (  Italie). 

1872.     GE\TY,  ingénieur  en   chef  des   Ponts  et  Chaussées,  à  Oran  (Algérie). 


Palo 

de 

l'admission. 

1889.  GEORGIAV 

1890.  GERBALDI,  professeur  à  l'Université,  à  Païenne  (Italie). 

1872 .     GER0\0,  ancien  professeur  île  Mathématiques,  rue  Halle,  32  et  3.J,  à  Paris. 

1872.  GOFFART,  rue  Nollet,  5-j.   Paris. 

1881.     COURSAT,  maître  de  Conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  Raspail,  216, 
à  Paris. 

187Î-  GRA1MD0KGE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Belgique). 

1881.  GRUEY,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon  (Doubs). 

1880.  GICCIA  (Jean),  professeur  à  l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Païenne  (Italie). 

1881.  Gl'\TDER  (Dr  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.  Gt'VOU,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

1873.  I1AAG,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique, 

rue  Chardin.  1,  à  Paris. 

1882.  IIABICH,  directeur  de  l'Ecole  des  mines,  a  Lima  (Pérou). 

1872.     IIATO.V  DE  LA  GOllMULIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  Mines,  direc- 
teur de  l'École  des  Mines,  boulevard  Saint-Michel,  60,  à  Paris,  S.  P. 

1872.  UEMIY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (Ardéche). 

1882.     HE.\RY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,   2,  rue  Jean-de-Beauvais,  à  Paris. 

1873.  HERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris,  S.  P. 

1875.     UIRST,  Atlienœum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

1879.  IIOLST  (Elling  ,  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  \g,  à  Christiania  (Norvège). 
1872.     IIOUBIGANT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  8S,  à  Paris. 

1872.  HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 

1  \.  à  Paris. 

1880.  HU.IIBERT.  ingénieur    des    Mines,    répétiteur   à    l'Ecole  Polytechnique,    16,  boulevard 

Malesberbes,  à  Paris. 

1887.     IRRAHIÏÏ  EFFEMH,  professeur  de  Mathématiques  à  l'École  impériale  civile  de  Médecine, 
à  Gonstantinople  |  ïurquie). 

1881.  IMBER,  professeur  à  l'École  Golbert,  rue  Châleau-Landon,  27,  à  Paris. 
1887.     ISSAL1   (l'abbé),  boulevard  de  Gaudéran,  365,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1873.  I\\l\,  chef,  d'escadron  au  17e  régiment  d'Artillerie,  a  la  Fère  (Aisne). 

1872.     IAVARY,  chef  de  bataillon   du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Gardinal-Lemoine,  1,  à  Paris. 

1889.  J0NQ0IÈRE     Alfred).  Docteur  en  Philosophie,  rue  Fédérale,   10,  à  Berne  (Suisse). 

1872.     JORDAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique,  rue  de  Varenne,  J8, 

a  Paris,  S.  P. 
1872.     JOUFFRET,  lieutenant-colonel  d'Artillerie,  à  Bourges  (Cher). 

1875.     JI\G,  professeur   a   l'Institut  technique  supérieur,  via   Principe    Umberto,  7,  à   Mi- 
lan    Italie  . 

KIEMliS Itre  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  de  Port-Royal, 

-  ',  a  Paris. 

1890.  K6BB  (Gustaf),  Gotherobourg  (Suède). 

1882.  kRONECKER  (  l)f  Léopold),  professeur  à  l'Université,  Bellevuestrasse,  i3,  a  Berlin  (Alle- 

tnagne  i, 

1881.     LACOR,  professeur  <le  Mathématiques,  ro,  rué  Stanislas,  à  Paria 
I  Mil'HIIOIIC  (Mn,),à  Hclsingfors  1  Finlande). 


—    XI    — 
Data 
de 
l'admiiiion. 


1873.  LAISANT,  député,  docteur  es  sciences,  avenue  Victor-Hugo,  162,  à  Paris. 

1875.  LAQl'IERE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Palestro  (département  d'Aller). 

1873.  LAUTU,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1881.  LAVËISS1ÈRE,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

1880.     BEAUTE,  membre  de  l'Institut,  directeur  des  études  à  l'école  Monge,  boulevard  Males- 
herbes,  1  \  \ ,  à  Paris. 

1872.     LE.1I0IXE  (  Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  ai,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  LE  PONT,  rue  Saint-Jacques,  247,  à  Paris. 

1872.     LESPLU'LT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1882.     LËVY  (Léon),  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  9,  à  Paris. 

1882.     LËVY  (Lucien),  examinateur    à    l'École  Polytechnique,  rue  de  Condé,    >o,  à  Paris. 

1872.  LËVY  (Maurice),    membre  de  l'Institut,  ingénieur   en    chef  des  Ponts   et   Chaussées, 

professeur  au  Collège  de   France,  boulevard  Saint-Germain,  jô8,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LIGUliXE,  professeur  à  l'Université,  a  Odessa  (Russie). 

1877.     LINuEMANiV,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg (Alle- 
magne). 

1880.  LIOUYILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 

6  bis,  a   Paris. 

1880.     LORIX,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  186.   à 
Paris. 

1872.     LUCAS  (Edouard),   professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Gharlemagne,  rue 
bon  tard,    1 ,  a  Paris. 

1888       LUCAS  (Félix),  ingénieur  en   chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  du  Trocadéro,  19, 
à  Paris. 

1886.      L\0\,  docteur  es  sciences  mathématiques,  au  bureau  de  M.  le  Baron  de  Gunsbourg, 
à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1882.     MACE  DE  LEP1NAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri     IV,    bou- 
levard Saint-Michel,   i\,  à  Paris. 

1872.     MALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Damc-des-Champs,  \\,  à  Paris. 

1875.     MVLLOI/.I'.L,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,   17,  à  Paris. 

1872.     MAXXIIËIM,  colonel  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe, 
11,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

1872.  1UARSILLY  (  le  gênerai  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre  (  Yonne  ). 

1884.     MARTIN  (Artemas),  U.  S.  Coast  and  géodésie  Survey  Office,  Washington  D.  C.  (Etats- 
Unis  d'Amérique  ). 

1880.     AIARTIX,  ancien    élève  <lc  l'École  polytechnique,  professeur    de    Mathématiques,    rue 
Lhomond,  60,  à  Paris. 

1890.     MASSIEI,  inspecteur  général  des  Mines,  avenue  d'Antin,   18,  à  Paris. 

1886.     MAXDIOYM'CII  (Vladimir),  professeur  à  l'Université,  rue  Timoficoska,  8,àKiew  (Russie) 

1889.     MENDIZABAL  TAMBOREL  (DE),  membredela  Société  de  Géographie  de  Mexico.  ,  <  de  Çora, 
n"  1  i/a,  Orizaba  (Mexique). 

1884.      MÉRCEREAU,  licencié  es  Sciences,  boulevard  Saint-Michel.  1  2  r ,  à  Paris.  S.  P. 

1873.  M1TTAG-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1872.     MOUTARD,  inspecteur  gênerai  des  Mines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 
rue  il  u  Val-de-Grâce,  9,  à  Paris. 

1888.     MUKH9PADHYAY  (Asutosh),  professeur  de  Mathématiques,  Russa  Road,  77,  Norlh  Bho- 
wanipore,  à  Calcul  ta     Inde  1. 
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1885.     XEIBERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 
1882.     OCU.NE   (d'),   ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Pontoise  (Seine-et-Oise). 

1873.  0V1DI0  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  3o,  h  Turin  (Italie). 

1888.  PAPELIER  (Georges),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  quai  Barren- 
tin,  22,  à  Orléans  (  Loiret). 

1884.     PARAF,   maître   de  Conférences  à  la  Faculté    des    Sciences,  rue  du  Faubourg-Stanis- 
las, 5g,   à  Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 

1872.     PARMENTIER  (le  général),  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRM,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1882.  PATl'RET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Valegnat,  par  Bellenaves  (Allier). 

1884.  PAL'TOWIER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue   Notre-Dame-des-Champs, 

19,  à  Paris. 

1881.  PELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Blatin,  5i,  à  Clermont-Ferrand 
(Puy-de-Dôme). 

1883.  PELLETREAl',  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Conslantine  (Algérie). 

1874.  PERCIX,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  commandant  le  4e  bataillon  de  forteresse,  à  Ver- 

dun (  Meuse). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (  Massachusetts),  S.  P. 

1873.  PERRIM,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpell,  5,  au  Mans  (Sarthe),  S.  P. 

1887.  PEZZO  (del),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  ^5,  à  Naples  (Italie). 
1873.     PMLIPPOX,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 

1879.  PICARD  (Emile),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  desSciences,  rue  de 
la  Sorbonne,   2,  à  Paris. 

1872.  PICQIET,  chef  de  bataillon  du  Génie,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  Bara,  9,  a  Paris. 

1882.  POIXGARE,   membre  de   l'Institut,  ingénieur   des   Mines,   professeur  à   la  Faculté  des 

Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris,  S.  P. 

1882.  POkORW  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
1872.  POLIGNAC  (prince  C.  de),  6,  cité  Odiot,  rue  Washington,  à  Paris,  S.  P. 
1877.     POUSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers  (Vienne). 

1877.  PRESLE  (de),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Monge,  82,  à  Paris. 
1872.  PlTZ(le  général),  rue  Saint-Méry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
1872.     RADAU,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 

1883.  RAFFY,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-Michel,  99, 

a  Paris. 
18/3.     RAXCV    (,de),    administrateur   de    la    Compagnie    d'assurances    le    Soleil,    rue    For" 

tuiiy,  j,    a    Paris. 

187 '1.     REI.XACII  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  \,  à  Paris. 

1872.     RIBADCODR,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Philippeville  (Algérie). 

1881.  RIBOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  t,  à  Dijon  (Côte- 
d'Or). 

1888.  ROBIN  (Gustave),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Chanoinesse,  2.  à  Paris. 
1872.     RORET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  63,  à  Paris, 

1872.     ROUART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  137,  à  Paris. 

1872.  ROIf.HE  (Eugène),  professeur  au  Conservatoire  des  Axis  et  Métiers,  examinateur  des 
élèves  .1  1  École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  ai3,  à  Paris. 

1885.  ROGQOKT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de  l'École-d'Artille- 

rie,  3,  à    l'oulouse   (Haute-Garonne). 
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1872.     ROISSELIN,  professeur  au  lycée  Fontanes,  rue  du  Rocher,  35,  a  Paris. 

1888.  RUSSO  (Giovanni),  professeur,  Discesa  Case  Arse,  2,  Catanzaro  (Italie). 

1881.     SAINT-PAUL  (Dcclpde),  sous-directeur  d'Artillerie  à  l'Arsenal  de    Toulouse  (  Haute-Ga- 
ronne ). 

1889.  SARAZ,  professeur  de  Mathématiques,  6o,  rue  Monsieur-le-Priure,  Paris. 

1872.      SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Poudres,   professeur  à   l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,   chef  adjoint  de  l'exploitation  à 

la  Compagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.  SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (  Bouches-du-Rhône  ). 
1881.     SCBLEGEL  (Dr  Victor),  à  Hagen  (Allemagne). 

1881.  SCHOUTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 

1876.  SCHURERT,  professeur,  Steindamm,  107,  à  Hambourg  (Allemagne). 

1877.  SÉGUY,  avenue  des  Gobelins,  28,  à  Paris. 

1882.  SELIVANOFF  (Démélrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  102,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie). 

1883.  SMART,   lieutenant  de  vaisseau,  répétiteur    à    l'Ecole    Polytechnique,     examinateur 

d'admission   à  l'École  navale,  rue  Miroménil,  70,  à  Paris. 

1881.  STARKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  Deribasowskaja,   6,  à  Odessa 

(Russie). 

1879.     STEPHANOS  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

1886.  STIELTJES,  professeur  à   la  Faculté   des    Sciences,  rue  de   Fleurance-Montplaisir,  4,  à 

Toulouse  (Haute-Garonne). 

1873.  STUDNICKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 

1872.     SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège),  S.  P. 

1872.     TA\NERY(  Paul),  directeur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  de  Penthièvre,  38,  Paris.  S.  P. 

1875.     TANNERY  (Jules),  sous-directeur  de  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger  (Algérie), 

S.  P. 

1882.  TCIIÉBICHEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg  (  Russie  ),  S.  P. 

1872.  TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Condé,  i5,  à  Paris. 

1872.  TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  a  Paris. 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  h  Voreppe  (Isère). 

1872.     TRESGA,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  château    de   Courtozé,    par   Ven- 
dôme (Loir-et-Cher). 

1872.  VACQUANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  12,  à  Paris. 

1884.  VANDAME,  ancien  officier  d'Artillerie,  rue  de  la  Vignette,  65,  à  Lille  (Nord). 
1880.  VANECEK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Kralové  Hradec  (Autriche). 

1885.  VAXECEK  (M. -M.),  professeur,  à  Kralové  Hradec  (Autriche). 

1890.     VASCHY,  répétiteur  et  examinateur    à    l'École    Polytechnique,  avenue  Rosquot,  68.  à 
P;uis. 

1876.     VICAIRE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Gay-Lussao,  30,  à  Paris. 

1888.     V1T0  YOLTERRA,   professeur  à  l'Université  de  Pise  (Italie). 

1880.     \VAIiCkE\'AER,  ingénieur  des  Mines,  9,  rue  Bayard,  à  Paris. 

1879.     YVEILL,  professeur  au  collège  Chaptal  et  à  l'école  Monge,  19,  rue  Thiers,  au  Vésinet 
'Seine-et-Oise). 
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1873.  WEVH  (I)r  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 

1872 .  WEYIl  (Dr  Emile),  professeur  a  l'Université,  Hauptstrasse,  109,  à  Vienne, III  (Autriche). 

1882.  WÏLSON,  avenue  d'Iéna,   2,  à  Paris. 

1878.  WORMS  DE  ROHILLT,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1882.  ZABOIDSKY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 
tersbourg (Russie). 

1890.  ZARE1IIU,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  d'Ulm,  3j,  à  Paris. 

1881.  ZElflïlEX,  professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague  (Danemark). 


\v   — 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam . 

Amsterdam  . 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Baltimore.  . 

Bologne. . . . 

Bordeaux..  . 

Bruxelles. . . 

Bruxelles. . . 
Cambridge. 
Christiania. 

Coïmbre.  . . 

Copenhague 

Cracovie.. .  . 

Delft 

Dresde 

Edimbourg. 
Gand 

Goettingue. 

Leipzig 

Hambourg. 

Harlem 

Helsingfors. 
Kharkoff... 

Leipzig 

Londres. .  . . 
Londres.  . . 
Londres. . . 


Acide  m  ir  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam.  Hollande. 

Société  mathématique  d'Amsterdam.  Hollande. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin.  Allemagne 

Archiv  f tir   Mathcmatih   und  Physik  (rédac- 
teur Dr  Hoppe,  Prinzenstrasse,  69.  S.  W.i  Allemagne. 

Jahrbuch  ùber  die  Fortschritte  der  Mathc- 
matih (rédacteur   M.  Lampe).  Allemagne 

Tournai  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematih  (rédacteurs    MM.    Kronecker  et 

Weierstrass).  Allemagne. 

American    Journal   of  Mathematics,    publié 

par  l'Université  John  Hopkins  (rédacteur  États-Unis 

M.Thomas  Craig) .  d'Amérique. 

Académie   des  Sciences    de  l'Institut  de  Bo- 
logne. Italie. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 

de  Bordeaux.  France. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 

des  Beaux-Arts  de  Belgique.  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles.  Belgique. 

Société  philosophique  de  Cambridge.  Grande-Bretagne. 

Archiv  for  Mathematik    og   Naturvidenskab 
chez     M.     Gammenneyer,     libraire,     Cari 

Johans  Gade,  33,  à  Christiania.  Norvège. 

Jornal  de  Sciencias  maternât ic as  e  astrono- 

micas  (rédacteur   M.   Gomes  Teixeira).  Portugal. 

Art  Tidsskrift  for  Mathematik  (rédacteurs 

MM.  Foldberg  et  Juel).  Danemark. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie.  Autriche. 

Kcole  Polytechnique  de  Delft.  Hollande. 

Zeitschrift  fur  Mathematik   und  Physik  (ré- 
dacteur Dr  Oscar  Schlomilch).  Allemagne. 

Société  Royale  d'Edimbourg.  Grande-Bretagne 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand, 

et  Neuberg.  à  Liège).  Belgique. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue.  '         Allemagne. 

Mathematische  Annalen  (rédacteur  M.Félix 

Klein,  à  Goettingue).  Allemagne. 

Société  mathématique  de  Hambourg.  Allemagne. 

Société  hollandaise  des  Sciences.  Hollande. 

Société  des  Sciences  de   Finlande.  Russie. 

Société  mathématique  de  Kharkofï.  Russie. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe  Allemagne. 

Société  astronomique  de  Londres.  Grande-Bretagne. 

Société  mathématique  de  Londres.  Grande-Bretagne. 

Société  Royale  de  Londres.  Grande-Bretagne. 
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Luxembourg 

Milan  .  .    

Moscou 

Munich 

Naples 

New-Haven 

Odessa 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Païenne 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague 

Prague 

Rome 

Saint-Pétersbourg 

Stockholm 

Toulouse 

l'psal 

Venise 

Vienne 

Vienne 

Zurich , 


Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal   lombard  .les  Sciences  et  Let- 
tres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences   et   Arts  du   Connec- 
ticut. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  à  Paris. 

Société  philomathique  de  Paris. 

Bulletin    des   Sciences     mathématiques    (ré- 
dacteurs MM.  Darboux  et  J.   Tannery). 

Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Journal  de   Mathématiques  élémentaires  ré- 
dacteur M.  G.  de  Longchamps). 

Journal  de  Mathématiques  spéciales  (rédac- 
teur M.  G.  de  Longchamps). 

Institut  des  Actuaires  français. 

Circolo  niaient atico  (Rendiconti  del). 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Université  Royale  de  Pise. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Casopis  i>ro  péstovâni  mathematiky  a  fysikj 
(rédacteur  M.  Edouard  Weyr). 

Société  mathématique  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei. 

Académie  Impériale  des  Sciences. 

A  et  a  Mat  hema  tira  (védacl .  M.  Miltag-Lelllor). 

Anna/es  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal . 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 
et  Arts. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Monatshefte  fur    Mathematik     und    Physik, 
(rédact.  MM.  Escherich  et  Weyr). 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 


Luxembourg 

Italie. 
Russie. 
Bavière . 

Italie. 

États-Unis 

d' Amérique. 

Russie. 

France. 

France. 
France. 

France. 
France. 

France. 

France. 
France. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 
Autriche. 

Autriche. 

Autriche. 
Italie. 
Russie. 
Suède. 

France. 
Suède. 

Italie. 
Autriche. 

Autriche. 
Suisse. 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 


.MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


S///-  les  surfaces  déve  loppab  les  ;  par  M.  Gcstaf  Koiîb. 

Dans  ses  travaux  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
linéaires  du  second  ordre,  M.  Picard  a  donné  une  méthode  pour 
reconnaître  s'il  existe  une  infinité  d'intégrales  régulières  passant 
par  un  contour  donné.  L'emploi  de  cette  méthode  peut  être 
étendu,  avec  quelques  restrictions,  aux  équations  non  linéaires.  Je 
veux  l'appliquer  à  une  équation  non  linéaire  liés  simple,  savoir 

//  —  s-  =  o, 

l'équation  hien  connue  des  surfaces  dévcloppahles. 

Soit  c  une  intégrale  régulière  de  cette  équation  passant  par  un 
contour  fermé  donné  C,  et  soit 


une  autre  intégrale  régulière  passant  par  le  même  contour.  Con- 
sidérons l'intégrale  double 

<p(*)  =  r«  — *«, 

l'intégration  étant  étendue  à  tous  les  points  de  l'aire  limitée  par 
la  projection  sur  le  plan  <le^  xy  du  contour  C. 


—  2    — 
Celte    intégrale    double  est   évidemment    nulle.    Nous    aurons 


ainsi 


(i)  I   A[?(*-K)  —  ?<  z)]da?^  =  o. 

I!  s\ii;il  maintenant  rie  voir  si  l'équation  peut  être  vérifiée  pour 

des  valeurs  de  Ç  qui  ne  soient  pas  identiquement  nulles.  Pour  des 

valeurs  dé  "Ç  très  petites,  il  suffit  de  eonsidérer  les  termes  linéaires 

de  la  différence 

?(*-4-C)  —  cp(z). 

L'intégrale  double  (i)  deviendra  alors 
En  intégrant  par  parties,  on  aura 

//■«2**-jC«^*-//'['(5),+£«£W 

.-jC[«£-s£p]*-//-K£),--J-S«1]**" 

mais,  comme  s  s'annule  au  bord  du  contour  C,  l'intégrale  simple 
disparaît.  On  trouve  de  la  même  manière 

ff«2<*r-ff[rŒy-&*]++. 

et,  par  conséquent,  l'intégrale  (2)  a  pour  expression 

,/J   l      .'''''  '/J.'/  àx  dy        a  \Ar*        Oyi  û.nh    '  \         J 

(  )r  on  a 


dH  ,)!,■  à*  S 

—  -+-     —  —  a =  o . 

ôx1       d'y*  dx&}' 


\ lors  l'intégrale  I  2  |  deviendra 

On  voit  immédiatement  que  le  déterminant  de  la  forme  quadra- 
tique sous  le  signe  /  esl  nul  en  vertu  de  l'équation 

ri  —  .v-  —  11. 


—  :{  — 

Par  conséquent,  la  forme  quadratique  se  réduit  à  un  seul  carré, 
qui  peut  être  écril  de  deux  manières,  ou  l > î ** n 

/•  \      Oy  Ox  / 

ou  bien 


Mais  pour  que   l'intégrale  double  |  2  1  ^>it  nulle,  il  faul  <jue  la 
forme  quadratique  soit  nulle.  Ainsi  l'on  a 


ou 


rry 

<K 
~     dx 

=  0. 

dl 

dl 

=  0. 

On  voit  que   eliacune  de  ces  équations   sera    vérifiée,    si   l'on 
pose 

c  =  rU  ■0z+*i-U 

b      ■    y     <).,■         '  ùy  J 

S  doit  s'annuler  au  bord  du  contour  G.  On  aura  ainsi,  sur  le  con- 
tour  G, 


Mais,  pour  toute  surface  développable,  on 


à  z  [  à  z 

—  =  œ     — 
dx        '  \dy 


Par  conséquent,  sur  le  contour  G,  on  aura 

dz  dz 

—  =  const.  -—  =  const., 

OX  oy 

ee  qui  est  impossible,  si  le  contour  n'est  pas  une  ligne  droite. 
Ainsi,  il  ne  peut  pas  exister  deux  intégrales  régulières  et  infini- 
ment voisines  de  l'équation 

ri  —  s2  =  o, 

qui  passent  par  le  même  contour  fermé  C.  On  pourrait  aussi 
énoncer  ce  résultat  de  la  manière  suivante  :  «  Par  un  contour 
fermé  Cil  ne  passe  jamais  deux  surfaces  développables,  qui  n'aient 
pas  de  points  singuliers  et  qui  soient  infiniment  voisines  l'une  de 
l'autre.  « 


Propriété  géométrique  des  coefficients  du  binôme  ; 
par  M.  C.-A.  Laisant. 

On  sait  qu'on  appelle  myosotis  la  figure  formée  par  une  série 
de  triangles  directement  semblables  OA0A| ,  OA,A2,  ...  accolés 
successivement  les  uns  aux  autres.  JXous  appellerons  le  premier 
de  ces  triangles  OA0A(  base  du  myosotis.. 

Soit  un  myosotis  OA0A,  . .  .  A„  composé  de  n  triangles.  Appli- 


--Ht 


quons  aux  sommets  A0,  A,,  ....  AH  des  masses  proportionnelles 
aux  coefficients  i  =  C0,  C(,  ...,  Cn  =  i  du  développement  de 
(x  _)_  ij«;  et  proposons-nous  de  trouver  le  barycentre  de  ce  sys- 
tème. 

Si  nous  prenons  OA0  pour  unité,  et  si  nous  posons  OA,  =  a, 
nous  avons  OA2  =  a2,  OA3  =  a3 OA„  =  a",  et,  par  consé- 
quent, le  barycentre  cherché  K  est  donné  par 

C0 -+-  C,  a  -+-  C,  a2 h-  . . .  -+-C„  A" 


OK  =  k ;  = 


G0-+-  Gi-+-  Gj-t-. 


(i 


:>."  \     1       } 


eu  désignant  par  1>,  le  milieu  de  A0A,. 

Si  donc  nous  construisons  le  myosotis  O  A0B,  B2.  •  •  Bft,  de  base 
()A„lî,,  le  sommet  \\n  sera  le  barycentre  cherché. 

Il  est  ('vident,  d'après  cela,  que  l'angle  BwOA„  est  égal  à  //  fois 
l'angle  l>,<)A„.  Quand  le  triangle  de  base  OA0A,  est  isoscèle, 
inu>  les  points  Aft,  A,,  ...  sont  sur  une  même  circonférence;  et 
alors  OB/j  est  la  bissectrice  <]<•  A„0  \„. 


Quand  le  triangle  ()A„  |{,  est  isoscèle,  le  barycentre  est  sur  la 
circonférence  de  centre  O  et  de  rayon  OA0. 

Si  l'on  prolonge  les  droites  OA,,  OAo,  .  .  .,  OA,„  de  telle 
sorte  qu'on  ait  OD,  =  CtOA,  =. . .,  OU/(  =  C«OAH  =  O  A„,  il 
sera  aisé  de  trouver  le  centre  des  moyennes  dislances  L  des  points 
A0,  D),  D2,  . . .,  D„_(,  A„.  En  effet,  on  aura 

(B  +  l)L  =  C0  4  -+-  G,  A*  +  .  .  . -+-  C„  .V"  =(I  +  A)", 

Si  nous  prolongeons  OB,  en  OE(  =  aOBt  et  si  nous  construi- 
sons le  myosotis  de  base  OA()E,,  c'est-à-dire  OAoEtE^. .  .E„,  on 

aura,  par  conséquent,  l)L  1=  -• 

1  l  n  + 1 

Si,   enfin,   nous  construisons   OF(  =   -~ —  >    OFa  =  -tt^'    •••» 

OF„  —  -^-^  =  OA./,  et,  si  nous  appliquons  en  A„,  F,,  F2 A,,, 

des  masses  proportionnelles  aux  carrés  des  coefficients  C^,  C^, ..., 
C*,  le  barycentre  G  de  ce  système  sera  donné  par  la  relation 

^|og  =  (i-hA)-<  =  oe,,,      og.=  ^4c-? 

n  !  a  !  (  a  n  i . 

On  peut  remarquer  que  OE„  =  .'."OB,,. 


Sur  la  rectification  approximative  d'un  arc  de  courbe; 
par  M.  A.-E.   Pellet. 

1.  Sur  la  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe,  prenons  des  lon- 
gueurs égales  de  part  et  d'autre  du  point  M,  ML,  ML';  puis  sur  la 
normale  au  point  M  et  du  coté  du  centre  de  courbure,  une  lon- 
gueur égale  à  trois  fois  le  rayon  de  courbure  MC;  joignons  le 
point  C  aux  points  L  et  L';  soient  P  et  P'  les  points  de  rencontre 
de  LC,  L'C  avec  la  courbe;  la  différence  de  l'arc  PP'  et  de  la 
ligne  LL'  est  un  infiniment  petit  du  5e  ordre. 

En  effet,  soit 

y  =  u.r'1  t  at  a?3  +  a  ■,./'•  -+-  .  .  . 

l'équation   de    la    courbe.  Sou    arc,   compté    à    partir  du   point    M. 


—  (>  — 

aura  pour  Longueur 

./•:t  ./''  ,  , .  >r5 

S  =  ./•  -+-  la1  — — t-  iaai h(  9  a?  -+-  ib««2  —  \a*) '-...■ 

3  2  10 

La  ligne  ML'  est  égale  à 

x  >.>t-     ,       iaa\     ,        Iiattï       4a*\     - 

a  «7-  3  3  \    3  9   / 

1  3~ 

et  enfin  la  différence  cl  de  l'arc  PP'  et  de  la  droite  LL'  est  égale  à 

d  =  ! V^—1 " •T">-+-  •  •  • : 

rf  est  une  fonction  impaire  de  x. 

2.    Pour  la  conique  y  =  Ax-H-  2B//  +  Cy2,  il  vient 
jr  =  A  x1  -+-  2  BAa?3  ■+■  (  i  B2  A  +  G  A2  )a?*  -h  . . . 


et 


,      660  B*A*-+-84CA3—  76 A* 

a  = ■— xa 

P 


Cherchons  les  points  pour  lesquels  celte  différence  est  un  infi- 
niment petit  du  septième  ordre.  Il  faut  qu'on  ait 


1 6  >  B  -  -+-  2 1  GA  —  1 9  A-  =  o. 
Soil 

./■-        v- 
a2       /.>•■* 

l'équation  de  la  conique  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  on  a 
B?-A€=-=^r,         A h-C=-!î4-  ^ 

«Sfeï  "2  h'- 

et  la  relation  précédente  devienl 

2o5  A2  —  1  8b  r-rr-  A  ~* m  =  °- 

n-  h-  11-  h- 

Les  points  cherchés  son!  à  l'intersection  de  la  conique  avec  le 
diamètre  conjugué  <lr  Taxe  nouveau  des  ./  ;  pa  étant  le  carré  de 
leur  distance  au  centre,  on  a  par  le  théorème  d'Apollonius 

.       pi      ,,-      1,-. 


_  7  - 
d'où,  pour  L'équation  en  p2, 

i65pv—  144  («2-l-  /;2)p2-t-  2o5a*fc! —  ii(a--\-  b'1  )-  =  o. 

Pour  une  ellipse  a-  >■  b-  >>  o,  les  valeurs  de  o2  comprises  entre 
«-  et  b'1  seules  donneront  des  points  réels,  l'our  p2  =  b-,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  prend  la  valeur  (i()//- — 21  «'-)«-, 
quantité  négative  ;  pour  p2  =  a~,  (19  «2  —  21  b-)b-  ;  il  faut  qu'elle 
soit  positive  pour  qu'il  y  ait  une  racine  comprise  entre  b-  et  a2. 

Pour  l'hyperbole  a2>o,  &2  =  —  b'-,  b'  étant  réel,  les  racines 
de  l'équation  en  o2  sont  de  signes  contraires;  et  la  racine  posili\e 
est  supérieure  à  a'1,  puisque  pour  p2  ■=  «2,  le  premier  membre  de 
l'équation  devient  — (iq^2  +  216'2)//-,  quantité  négative. 

Pour  la  parabole 

(x  sino  -+- y  costp)2  =  ip(  x  cosep  —y  ~in  ip  |, 
on  a  B2  =  A.C;  la  relation  devient 

1 86  C  —  19  A  =  o, 
ou,  par  rapport  à  l'angle  ©, 

1 86  eus2  ci  —  19  si n2  o  =  o. 

On  a  donc  toujours  deux  points  pour  lesquels  la  différence  d  est 
un  infininiment  petit  du  septième  ordre. 

3.    Soit 

x-  v- 

l'équation  d'une  surface  en   un  point  ordinaire.    L'élément  dS  de 
cette  surface  a  pour  valeur  dxdy  multiplié  par 

/- ^ r^  ■<■-  y*  I!,  Rs     \ 

2R2  2R|  \.'^:i.(.  „>'-;„■/ 

Prenons  sur  la  normale,  à  cette  surface,  un  point  situé  à  une 
dislance  Si.  de  l'origine  el  joignons-le  au  point  x,y  de  la  surface; 
la  ligne  obtenue  perce  le  plan  tangent  au  point  dont  les  coordon- 
nées sont 

_       Six  _      &y 

La  projection  conique  de  I  élément  de  la  surface  aura  pour  va- 


—  s 


Iciii 


y.',  y; 


dx  dy 


SV 


.  -+-(('  —  i  )  s,-  -+■ 


A    ,_ 


A 


ou 


La  différence  c/S  —  (h  est  égale  à  D  dxdy 

r'1    /  i         4 


R, 


5 -sa 


■iR,  \R,      A/       2R2  VK2      &}         Ri 
Pour  un  ombilic  \\\  =  R>,  et  si  l'on  l'ait  Si.  =  4Rf>  il  vient 


à  cause  de  la  relation 


4  R 


i 


iZ3. 


Pour  un   point    parabolique  — -.=  o,   et  si   l'on   fait  A 
vient 

I) 


R„   il 


4  -r-:t.r  —  5  -s 


iR, 


Dans  l'intégrale  double  /"./"D  dxdy  étendue  à  lous  les  points 
de  l'aire  située  dans  une  courbe  fermée  symétrique  par  rapport  à 
l'origine,  un  cercle,  par  exemple,  de  rayon  /•,  les  termes  de  degré 
impair  de  D  disparaissent,  et,  dans  le  cas  où  l'origine  est  un  om- 
bilic ou  un  point  parabolique,  cetie  intégrale  ou  la  différence 
S  —  t  est  un  infiniment  petit  du  sixième  ordre  par  rapport  à  /\ 


Détermination  directe  de  V intégrale 

/(  cosma:)P(cos  m' .r  )P' .  .  . (  »in  //.r  i'/(>in  n'x-)'/' . .  ,dx\ 

par  M.  C.-A.  Laisant. 

\u  dernier  Congrès  (1889)  de  l'Association  française  pour 
l'avancement  d< ;s  Sciences,  j'ai  communiqué  une  Mole  dans  la- 
quelle se  trouve  directement  déterminée  l'intégrale 

(COSPX  -in''.'   (h  . 


sans  avoir  recours   à   L'abaissement  successif  des  degrés/?  el  g. 
Il  est  possible  de  généraliser  beaucoup  plus  la  méthode  indi- 
quée, cl  de  l'appliquer  à  la  détermination  de  l'intégrale 

f (cos mx)i' (cos  ni' x)l'' .  .  .(sin  nx)'/(s\n  n' x)'ï .  .  .  die, 

les  nombres  m,  />/,     ■•,/>,  //,  •  •  -,  /' ,  //',  •    -,  y",  <(' -,  •  •  •  étant  sup- 
posés entiers  et  positifs. 

Soient 

/n/)  -+-  m'p'-h ... -4-  nq  ■+-  n'q'~{-. . .  =  M. 

p  -+-       //+... -i-    y -f-      (/'-i-...=  V, 

9  -+■     7'  +  . .  .=  Q. 

l'osons  s2r=  ;.  En  remplaçant  les  cosinus  el  les  sinus  par  leurs 
valeurs  sous  forme  exponentielle,  en  vertu  des  formules  connues 

oosm  =  -         — j  sinit  =  . —  j  on  aura,  pour  la  fonction  r(x) 

qui  ligure  sous  le  signe  /", 

<>|t  .J5)||,.  (  Z'"  -t"  1  j''  (  -'"'  +  «  >/»' ...(-"—  I  >'/  (  G"'  —  I  )'/'...  . 

Soit 

(    (S'»4-  I  )/'(-'"' -h  \f  .  .  .{z"—\yi(  S"'  —l)7... 


(O 


Les  coefficients  A0,  Aj,  . . .,  AM  de  ce  développement  fini  seront 
par  conséquent  déterminés  uniquement  par  des  multiplications 
algébriques. 

Si  Q  est  pair,  il  est  très  aisé  de  reconnaître  qu'on  a  A0  =  AM, 
A,  =AM_„  .... 

Si  Q  est  impair,  on  a  A0  ==  —  AM,  A,  =  —  AM_t,  .... 
Si  JM  est  pair,  il  y  aura,  dans  le  développement,  un  terme  cen- 
tral ;  mais  le  coefficient  AM  de  ce  terme  s'annule  pour  Q  impair, 

puisqu'il  faut  qu'on  ait  A«  =  —  AM. 

T  ï 

Si  M  est  impair,  il  n'y  aura  pas  de  terme  central. 
Cela  posé,  nous  considérerons  les  quatre  cas  suivants  : 

1.    Q  pair.  M  pair  ; 
"1.    O  pair,  M  impair  : 
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<i.    (.)  impair.  M  pair  ; 
1.   Q  impair,  M  impair. 

Et  nous  aurons,  respectivement,  en  rétablissant  maintenant  s2-1* 
à  la  place  de  z, 

I.     F(a?)= I-y fA0(e«M*H-i)-i-A1[e(»«-»^-Hs^]H-...-4-AIle»**j 

-f-  AM      cos2j"  -+-  AM 


"A0  coslMa;  -+-  At  cos(M  —  -i.)x  -+-. . . 


2.     F(#)  =  '  jA0(£SMx-Hi)-HA,[e<»*-s>*-t-e»*] 


\0  cosMa?  -t-  Aj  cos(  M  — •  -ï)x  -h. .  . 


2P-1(__,)2 

-+-  AM_3cos3.r  -+-  AM_,cosa-- 


+  A„         [e<»«  +  *  ■■■•■—£  M-2..VJ 


A  0  si  ii  M  .r  -+-  Aj  sin(M  —  2)^7 


=  ÛZjl' 

-2i>-i(__,)   a     L 

-+-AM       siii->./|. 
T 

i.     F(*)  =  -_i_.(A,(e»«*-i)  +  Ai[e(«"-«)--B»*]+... 

=  -  — rp^  I  Ay  sin  Mj  -t-  Aj  sin(  M     -  -2);r  -»-... 

2p-i(_,)— I 

\M    ssin  3  '■  -1-  AM    | sin.r  I . 

2  i 

L'intégration  I  —  /  F|  x  >  -7./  peul  donc  se  faire  immédiatement, 
grâce  à  cette  décomposition,  el  nous  donne,  dans  les  quatre  cas 


11 


considérés, 


i  I  A0    .    ..  A, 

j{     M  M  — 

-1(_,)2    L 


^ î ii  i  .M  —  -jt)x. . 


ap-'(— i) 


— si n  •>.  x  -+-  A  m  x  I 

T     I 


•2l>-'(—  I 


M.r 


M  —  2 

A  M      3 


sin  (M  —  2)37  -t-. 


h  = 


U-t-i 


»»-«(-  l)      » 


s  in  j./-  -i-  A  m  —  t  si  n  a? 


0  cosMa?  -i-  v^  —  cos(iM  —  i)x  -+-,  .  . 


M  - 


A^-. 


cos2.r  I  -t-  c, 


l.= 


2P-1(_I)     2 


A  \ 

—^  cosM  a?  +  m cos(M  —  i)x 


Am-  :t 


cos3 


.r  -+-  Am-iCOSo?  I 


Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  donc  écrire  immédiatement 
l'intégrale,  après  avoir  préalablement  effectué  le  développement 
(v)  ci-dessus,  qui  donne  les  coefficients  A0,  A,,  .... 

On  aurait  très  aisément,  par  les  transformations  habituelles, 
des  formules  analogues  répondant  aux  fonctions  hyperboliques 
Oh  et  Sh. 


Sur  les  fonctions  sphériques;  par  M.   F.  Caspary. 


Dans  une  lettre  que  M.   Hermite  a  bien  voulu  m'adrèsser,   I  il- 
lustre géomètre,  en   généralisanl    la   formule  élégante   de  M.  Bel- 


I  r  .un  i 
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(**- 

dP„ 

"    dx 

•XII  -r- 

1) 
I 

(  P/J4-1  —  p«— 1  \ 


a  établi  la  relation  importante 


(■r«  -  l)v  ^  =  A  P„+v  -+-  A,  P^v-j-+-  •  •  •  Av  P„_v, 

et  a  exprimé,  au  moyen  d'une  formule  de  Jacobi,  les  coefficients 
A,  A,,  .  ..,  Av  sous  la  forme  d'intégrales  définies  ('). 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  généraliser  les  formules  de 
Jacobi,  de  M.  Bellrami  et  de  M.  Hermitc,  de  déduire  les  valeurs 
numériques  des  coefficients  A,  A, ,  .  . . ,  Av  et  d'établir,  d'une  façon 
tout  à  fait  élémentaire,  quelques  autres  formules  qui  me  paraissent 
non  sans  intérêt  pour  la  théorie  des  fonctions  sphériques. 

1.  Les  fonctions  sphériques  de  première  espèce,  que  je  désigne 
par  Pr(x)  ou  plus  simplement  encore  par  P,,  sont  les  coefficients 
de  a.r(r=  1,2,...)  dans  la  série 

1 

(1)  T=  (1  —  2a#-|-a*)  2  :=  1-+- a  I>i-f- a*  IV, -+-...+ a'<P„-h.... 

On   tire   de  cette  définition,    en   diflérenliant  par  rapport  à  se  et 

à.r(2), 

(II)  ïi5J=(«-«)T, 

(MI)  f«£=*T' 

OU 

(1  —  2a.r  -4-  a2)  —  =  (x  —  a  )  I , 
'/a 

(i  —  aaî'  +  a2    —  —  al. 
ox 

En  égalant  dans  les  deux   membres  de    la   première  formule  les 
coefficients  de  a"  et,    dans   les  deux    membres    de    la    deuxième 
formule,  les  coefficients  de  a"+1,  on  obtient 
in  (n  +  i  iP/i  »  1       (2/1-4-1  i.'-I'„-h  "  P/i   1  -  o, 

(2)  P»+i      2d?Prt-t-  P/i-i  =  P«> 


i')  Voir  lli;iiMi  11.,  Sur  les  polynômes   de  Le  gendre   {Journal  de    U,   Kro- 
nec/,er),  1.  <\  II.  p.  Ho. 
11  Voir  Journal  de  '/.  Kronecker,  t.  CVIl,  p.  1  '•" 
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où 

dx  ' 

Si  l'on  cl i Ile it n lie   la  formule  (i)  par  rapport  à  .r,  et  si  l'on  éli- 
mine successivement  P/4,  P^_,5  P«+p  on  trouve 

(3)  p;i+1  -p'„_1  =  (2»-)-i)p„j 

(4)  P«+i  —  tfPÏ,  =  (»  +  i)P«, 

(5)  a?P«     p«-i  =  ip«; 

et  en  différentiant  ees  formules  (v  —  i)  fois    par   rapport    à    jt, 

on  a 

(6)  P(,rV,-P(,ïL,  =  (2n-hi)PW, 

(7)  p'^-^p^^cw+vjpfr1', 

c»)  3-p|,r-p^i  =  (»-v+i)p^-i,) 

où 

iiiyi  " '    II     ,  x 

'"  =:  SF (v  =  0'  ■.•••>»)• 
Les  formules  (y)  et  (8)  fournissent  encore  les  relations 

(  9  )  i >  —  v  + 1  )  i  >l,;/; ,  —  (a  «  -+-  i  )  x  p',v>  -+-  (  «  +  v)  p£i ,  =  o, 

(io)  P<rU  -  atfPiï'-H  PSfL,  =  (av  -i)Pr», 

dont  la  dernière  déeoule  aussi  de  la  formule 

i    ^T  fjv-'T 

qui  est  elle-même  la  conséquence  immédiate  de  la  relation 

ds,rY 
(IV)  —  =  1.3.5.7...  (av  —  i)avT«v+i. 

!2.   D'après  la  formule  (11),  on  a 


iYV 

(.r-  a)  —  =(a?  — a)2T3; 


et  comme  on  a  aussi  identiquement 

(■ 
on  obtient 


(a?  —  a  )2  =  x1  —  [  -i-  ( i  —  a %x  •+-  a2 )  =  (a?2  —  i  )  -+-  —  : 


(a?  — a)—  =(.r!-i)T»+T, 
'Va 


(•6) 


ou,  d'après  la  formule  (  III  ), 

(t2 —  i)  --  =  a(a?  —  «)  -t a  T. 

o.r  i)ol 

En  égalant,  dans   les   deux    membres  de  celle  formule,  les  coeffi- 
cients  de  a",  on  trouve 

(il)  (  r2  —  i)P;t=  n|  .r  P„  —  P„_i  ) 

et,  à  cause  de  la  formule  (i),  on  en  déduit  aussi  les  relations 

(  i.a  )  (.r2  —  i)P;,  =  (71H-  l)(P»-n  —  o?P«  )• 

(.3)  (a;«-i)P'»=  "^"^(P^-P— i), 

dont  la  dernière  est  celle  de  M.  Beltrami. 

Si  Ton  difFérentie  cette  formule,  on  en  lire,  au  moyen  de  la  for- 
mule (3),  l'équatipn  différentielle  bien  connue 

d(x- —  i  )  l'„  .  .  r, 

M',)  dx  =  n(n-hi)Pn, 

à  laquelle  on  peut  aussi  donner  la  forme 

(  .r*  —  i)P;-f-  237  P),  =  n(n-h  l)P„. 
Par  différen  dation,  on  en  tire  immédiatement 

(a.j _ ,) p<M-*) 4-2(,a  +  .j.rP,,f+"=[ » ( «-*-  0  —  p ( H- .+  0]  P'f , 
et  en  multipliant  par  (a?2—  r)t*,  on  a 

ou 

(15)  2i£ J       '"         =(„_1JL)(„+!JL+,,(.r2-.)^P^ 

x  o.r 

et,  par  conséquent,  plus  généralement. 

=  (n—  ji)  ••■•(«  —  H-i-X  >("  ■+■  H  — X-4-i)  ...  (n  +  {*■+■  i)(.r!  -  !>-*  rf~'\ 
(  À  =  O,  I,  a, |l),         (f*  =  O,  I,  9 n  —  i ). 

La  formule  (l 6)    donne  naissance  à   beaucoup  de   relations  dont 

je  \nis  établir  quelques-unes,  savoir  la  généralisation  de  I  équation 


—   I  »  — 

différentielle  (i 4),  la  généralisation  de  la  formule  de  M.  Beltrami 
et  les  deux  formules  importantes  que  l'on  doit  à  Rodrigues  et  à 
Jaçobi. 

En  effet,  si  l'on  pose  dans  la  formule  (16)  X-+- 1  =  ja.  -+-  i  ^  v, 
on  en  tire 

'  '"  '  dx* ~  =  ("  ~"'~hl^"  —  7-'--,i-  ••  ("  ~l-v)P«, 

formule  (|ui  représente  la  généralisation  de  l'équation  différen- 
tielle^). 

I  )e  plus,  si  l'on  pose  X  -+-  i  =  v  —  i ,  u.  -j-  i  =  v,  la  formule  (j6) 
prend  la  forme 

rfV-l(a?2  _   [)Vp(V! 


dr>     ' 


=  (  n  —  v  -+-  i)  .  .  .  (n  —  i)  (  n  -+-  2)  .  . .  (  n  ■+-  v)(x-—  i  )V'n, 


et,  d'après   la  formule  de  M.  Beltrami,  on  obtient  la  généralisa- 
tion suivante  de  eette  relation 


(.8 


«fr-i^-Qvp'v»  _  (n  -  v  -4-  i)  •  •  ■  (n  -4-  v  ) ,  „  p 


Pour  déduire  de  la  formule  (17  )  l'expression  connue  de  P„,  due 
à  Rodrigues  et  à  Jacobi,  j'y  pose  v  =  n.  Alors  on  a 

rf«(a72_,)*p(«) 

-^ =..2.3....2 :«.IV 

Or  on  déduit  de  l'expression  (l\  | 

P<;"  =  1. 3.  ">. ;...<>«  — 1); 
donc  la  dernière  formule  devient 

_     ,  d"  (.7-2—  II" 

1 .2. 3  .  .  .  2 #1.  P»  =  I  . 3 . 5. 7  .  - .  (  2/1  —  I  )  -     — i 

OU 

1  r/"(>2—  1)" 


(19)  I' 


s" .  1 . 2. 3 .  . . .  n  >/./■" 


Au  moyen  des  valeurs  de  P^"!  et  P„,  que  je  viens  d'établir,   la 
formule  (16)  fournit  enfin,  pour  jj.  =  «  —  1 ,  X=/i  — v —  i(v<n): 

rf«-v(^«—  i)»P{f»  =Iiîijji/n_vvfl+v^.,)iji  ,,„,  .rî_  ,  |Vp'v 
</.r"-v 


(9.3) 
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ou  encore 

i .3.5. .  .(un  —  i)  - — ; = (  a*     i  )' P(„v 

,/.,'•   v  (n  — v  +  i)....(nH-v)v 

ou  enfin 

(f'l—^(x- i  i" 

, =  a".  1.2.3...  n(x9  —  iV'P'à", 

(20) 

|  _  f.7-2—  lV  rf"+v(j,2_,)n 

_  (  n  —  v  -+-  i  ) .  .  .  (  n  -+-  v  )  f/.r"-*-v 

formule  qui  est  duc  à  Jacobi. 

3.   En  diflérenliant  la  formule  de  M.  Beltrami  (v  —  i)  fois  par 
rapport  à  .r.  et  avant  égard  à  la  formule  (g),  ou  obtient 

,     |       (a*H- 1)(*«- i)Pi,v' 

(21) 

I     =  (  /l  -  V  -M  I  (  //  —  v  -+-  2  )  P'^-'  '  —  (  «  -f-  v  —  I  )  (  II  -f-  V  )PgTiM. 

Par  conséquent,  on  a,  après  quelques  calculs  simples, 

/  (^-i)*P'„vl 

i    __    ,    (  n  —  v  -4-  i  )(  n  —  v  -f-  a  )(  n  —  v  -r-  3  )(  n  —  v  -+-  /t  )  .,,v    , 
|  (2/l-+-l)(2/l-+-3)  ',+î 

(22)      {  (n  —  y  -i-  i)(/i  —  y  -h9.)(n  -+-  v  —  i  )  (n  -+-  v)  y,  v   2i 

(a/i  —  i  )(  2  n  -+-  3  ) 
(/i  -4- v—  3)(/i  -i-  y  —  2)(/t  -h  y  —  i)(/t  -f-y)  p{v_4l 
(-2«  —  i)(>.«  -f-  i)  "      "~1  ' 

formule   qui   se   transforme  pour  v  — 2  en  celle  qui  finit  la  Note 
de  AI.  Hermite  (lac.  cit.,  p.  83). 

En   multipliant   la    formule   (22)   par  (./'- — 1  '),   on   en  déduit, 
au  moyen  de  la  formule  (21),  la  suivante 

(«*—  i)»P£ 

(11  —  v-+-i)(n —  v-f-2)(n  —  y-j-3)(n  —  v-f-4)(»  — '/ -1- 5  i< // —  •/       i'<  < 

(2/H-I)(2rt  -+-3)<2/l  -H  5)  "":' 

(«  — V-|-|)(/l V-+-2)(/l — V  H-  3  )  (  /l — V-+-  î  )    (n-+-v 1  H"  -r   v)   p(v_, 

(  v  n  -+-  1  )(  7.  //  ■+-  î)  ■>. /1  —  1 

(n  —  v-t-  i)(/i- — /-h 2)  (/n-v  —  3 ) ( /i -+- v  —  2)(n-+-y— i)(/i-*-y)  p(v_a 
(îft  +  i)(ïrt  +  3)  2/1—3 

(  /i-t-y—  »)(/n-y  —  '|  )i  //  -4-/1  —  3)(/n-v —  2)(n-t-y    -t)(n-t-v)  piV_3, 
1  xn  —  3  H  2/1  —  l)(2«  +  i) 

D'une  façon  analogue,  en  multipliant  la  formule  (23)  par  <  ./•-  —  1  ), 


—  17  — 

on  obtient,  au  moyen  de  la  formule  I  21  i.  la  valeur  de  [x2  -  ■  \  14  PJ,y  : 
et  en  calculant  ainsi,  de  proche  en  proche,  (jc- — i)sP^', 
(#2 — i)°P^',  on  esl  conduil  enfin  à  la  formule  générale 

(24)  '  X 

'       (x  =  o,  1, 2 À  :         X  =  1 ,  2, . . . , v) 

où 

X0  =  i, 

X  (X  —  1  ) 


Ai/     —  i)  .  .  .  (X  —  X  -f-  l) 

'■■/. 

[  .  2  .  .  .  X 


Xx  =  i; 
et  où 

;  0  _  <  n  —  v  -7-1U»  —  v  -f-  2)  .  .  .  (n  —  v  -+-  2/) 
",v  ~~       (2/1  -t- i)(2n  -+-  3 ). . .  (in  -H  2X  — .1  ) 

)  1  __  r  .  ,   (n — ;-f-i). . .  (n —  v-H  2X  —  2)  (ra-fr-v  —  1  )(/z  -f-v) 

A„:v-L2(»  +  M  —  dJ(.2„  +  r)l2W  +  3)  ...(an+aX-i)  a»  — 1 

.  )  ..  ,  .         (/i  —  v  -h  1). . . (n—  v  -i-  2X  —  2x) 

V"-';  =  '*'  *  •*"  X  -  7X  '  +  ']  (*„■+-, H»» +  3j... (211 +  aX-ax  +  i) 

(  /J  —  V  2X-rl)...(rt+v) 

(m  —  2x  +  i)...(an  —  1  ) 
ï 

-, _>  _        (n  -i- v  —  2X  -4-  f)(»  -4- v  —  2X  -+-  2) .  .  .  (n-t- v  ) 
"• V  _  (  2  B  +  I  )(  2  «  —  2X-t-3)(27l  —  2  X  -t-  5  ) . .  .  (  2  n  —  1  ) 

Dans  le  cas  particulier  où  )>.  =  v,  les  numérateurs  des  coeffi- 
cients A*;",  A',;,),  .  .  . ,  A',;v-  deviennent  égaux  entre  eux  et  obtien- 
nent la  valeur  commune 

N  =  (n-v  +  i)(n  -  v  +  2) . . .  (n  +  v); 

par  conséquent,  on  tire  de  la  formule  (24)  la  relation  due  à  M.  Her- 
mi  te 

(25)  (a0  —  i)*P!P=2(— O^xAxPa+v-M,         O  =  o,r,2 v), 

y. 
XIX.  2 


—  18  — 
et  l'on  trouve  [jour  les  coefficients    \y  les  valeurs  suivantes 

N 


A0  = 
A,= 


A-,= 


{'i/l  -+-  I  )(2rt  +  Î)...(îrt  +  2V  —  I) 

N(2#i-f-9.y  —  3) i_ 

(2»  +  ij(2/i  +  ï)...(2n  +  2v-  i  )  (  a  n  —  i) 

N(2.n  -i-  av  — -  4*-t-i) 


(2»-t-l)(2/l  +  3)...(2AH-2V  —  2-/.+  I)    (2  71 2'/.+  I  )  .  .  .  (  2  «  —  I) 

N  i 


Av  = 


(2/J  +1)   (2/î  —  2V  -+-  3)(  2«  —  2V  -H  5) . . .  (  %n  —  I  ) 


I.   Les  fonctions  sphériques  de  seconde  espèce  Q,  (_y)  sont  dé- 
finies, d'après  M.  F.  Neumann,  par  l'intégrale 

Q*O0=     /  v_r  (*  =  0,1,2,...)- 

t/  _]  y 

Au  moyen  de  cette  expression  et  en  ayant  égard  aux  formules  (i), 
(i3),  (3),  (12),  on  reconnaît  aisément  (')  que  les  relations  (i  . 
(3),  (12)  ne  changent  pas,  si  l'on  y  remplace  Prt(#)  par  Q«(jk)- 
Or  les  relations  (i),  (3),  (12)  entraînent  les  autres;  par  consé- 
quent :  Toutes  les  formules  établies  dans  cette  Note  subsistent 
encore  si  Von  remplace  les  fonctions  sphériques  de  première 
espèce  P„(x)  par  les  fonctions  sphériques  de  seconde  espèce 

Q«Cr). 


Tétraèdre  arithmétique;  par  M.  G. -A.  Lus.wt. 

I.    Le  triangle  arithmétique  de  Pascal  peut  s'écrire  de   la  ma- 
nière suivante  : 

1 

1     1 

1     2     1 

1     3     3     1 


(  ')   Voir  m. 1  Noie  citée,  p.   1  "•<! 
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nu,  sous  une  forme  plus  figurative  peut-êlrc, 


en  employant  une  série  de  cercles  égaux  tangents  entre  eux,  sa- 
voir, un  dans  une  première  ligne  horizontale,  deux  dans  Ja 
deuxième,  et  ainsi  de  suite  :  le  coefficient  qu'on  inscrit  dans 
chaque  cercle  s'obtient  en  ajoutant  ceux  des  deux  cercles  tangents 
de  la  ligne  supérieure.  Lorsqu'il  n'y  en  a  qu'un,  ce  qui  arrive  poul- 
ies termes  extrêmes  de  chaque  ligne,  on  le  reproduit  purement  et 
simplement.  En  partant  du  coefficient  i  au  sommet,  la  (/?  +  lyeme 
ligne  donne  les  coefficients  du  développement  (x  -\-y)n,  lesquels 
sont  svmétriquement  disposés  par  rapport  au  milieu  de  la  ligne. 

2.  Reprenons  la  figure  précédente,  formée  jusqu'à  la  («  +■  r)ieme 
ligne,  et  écrivons  en  regard,  sur  une  colonne  verticale,  les  //  -j-  i 
coefficients  1  =  c0,  c,,  .  .  .,  cH=i   de  (#-+-  y)"  : 


Si  nous  multiplions  les  termes  de  chaque  ligne  par  le  coefficient 
placé  en  regard  de  cette  ligne,  nous  obtiendrons  les  coefficients 
du  développement  d'un  trinôme  (x  -\-y  +  z)n  élevé  à  la  nxeme 
puissance.  En  effet,  prenons,  par  exemple,  la  (p  -f-  i)ième  ligne,  con- 
tenant les  coefficients  de  (x-\-y)P;  le  terme  qui  dans  cette  ligne 

»! 

occupe  le  rang  </  +  i   est  — ; — — ;;  le  coefficient  ci'  placé  en  re- 

r  °  1  q  l(p  —  g  )  !  £ 

n  ' 

irard  est  — = : :  •  Le  produit  sera  donc 

b  p\{n—  p)\  l 


(n—p)\q\{p  —  q)\ 


c'est-à-dire  précisénienl    le   coefficient  du  terme  en  ./"   P  yt  z?~i 
dans  le  développement  de  (x    \   y    h  z)u . 


—  20  - 

D'après  cela,  la  première  ligne,  en  parlant  du  bas,  c'est-à-dire 
la  base  elle-même,  contienl  les  coefficients  des  ternies  indépen- 
dants de  ■'"■  la  deuxième  ligne,  ceux  des  ternies  eux;  la  troisième, 
ceux  des  termes  en  x-,  .  ..,  et,  enfin,  le  sommet  représente  le 
coefficient  i  du  terme  eu  x" . 

La  figure  ainsi  obtenue  présentant  une  triple  symétrie  parfaite, 
par  rapport  aux  trois  côtés,  nous  pouvons  répéter  ce  que  nous 
venons  de  dire  pour  x  aux  deux  autres  termes  y  et  z:  si  bien  que 
la  figure  nous  donnera  immédiatement  le  coefficient  d'un  terme 
quelconque  en  xkylzm  le  sommet  k  -+-  l  +  m  étant  égal  à  n. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  formons  le  Tableau  relatif 

y\ 

i  /■• 

r- 

—  —  -7*6 

/  /     •* 

ii  42         21    a?8 

y\ 

35        io5       io5        35   x* 

y  5 

35         140       210       140        35    x% 

yf> 

21    io5   210   ?.  10   io5   11    .r- 

7     42    IO)    i4(>    '°»    12    7  X1 

1    -     ■>.  1         35    35    2  [    7    1  x° 


Si  nous  voulons  avoir  le  coefficient  du  terme  en  .r-i  z'\  par 
exemple,  nous  prendrons  l'intersection  des  deux  Lignes  x2  et  y, 
ce  qui  nous  donne  le  coefficient  100,  lequel  est  forcément  sur  la 
ligne  z*.  De  même,  le  coefficient  de  xyzz3  serait  140. 

3.  Formons  les  ligures  successives  indiquées  an  numéro  précé- 
dait, eu  représentant  les  termes  comme  au  n°  1, 


© 


Supposons  que  chacune  d'elles  représente  une  couche  de  sphères 
ou  de  boulets  sphériques;  puis  plaçons  ces  couches  les  unes  au- 
dessus  des  autres,  en  commençant  par  la  plus  grande  comme  base. 
Nous  aurons  ainsi  une  figure  représentant  une  pile  de  boulets 
triangulaire.  Chaque  boulet  est  affecté  d'un  coefficient,  qui  s'ob- 
tient comme  il  suit.  :  le  coefficient  du  boulet  placé  au  sommet  csi 
égal  à  i,  et  le  coefficient  d'un  boulet  quelconque  est  égal  à  la 
somme  des  coefficients  des  boulets  de  la  couche  supérieure,  qui 
sont  en  contact  avec  lui  ('). 

C'est  à  celte  figure  que  nous  proposons  de  donner  le  nom  (\i' 
tétraèdre  arithmétique.  On  voit  toute  l'analogie  de  formation 
qu'elle  présente  avec  le  triangle  arithmétique  de  Pascal.  Ce  der- 
nier donne  toujours  à  sa  base  les  coefficients  de  (x  -\-y)n  écrits 
en  ligne  droite;  le  tétraèdre  donne  à  sa  base  les  coefficients  de 
(x  -h  y  +  z)n  écrits  en  triangle. 

4.  La  base  du  tétraèdre  arithmétique  (n"  2)  présente  plusieurs 
propriétés  presque  évidentes  : 

or  /  /  -  /  '  /         ,  (  n  -f- 1)  (  «  -f-  2  ) 

i°  Le  nombre  de  ses  éléments  est ; 

x 

2°  La  somme  de  ses  éléments  est  3"  ;  car  (i  -f- 1  -\-  i)'1  =  3"  ; 

3°  Si  Von  affecte  du  signe  -f-  toutes  les  lignes  de  rangs 
impairs,  à  parti/-  de  l'un  des  côtés,  et  du  signe  —  toutes  les 
lignes  de  rangs  pairs,  la  somme  algébrique  des  éléments  est 
égale  à  l'unité;  on  a,  en  effet,  ( — x  +  y  -h  z )"■  en  faisant 
x=y  =  z  =  i; 

4°  Si,  ayant  fait  V opération  que  nous  venons  de  dire,  on 
multiplie  les  éléments  de  la  deuxième  ligne  par  ••>.,  ceux  de  la 
troisième  par  2-,  ceux  de  la  quatrième  par  2:i,  et  ainsi  de  suite, 
la  somme  algébrique  des  éléments  ainsi  obtenus  est  égale  à  zéro  : 
on  a,  en  effet,  ( —  2  +  1  +  i  )". 

Nous  pouvons  chercher  aussi  le  produit  de  tous  les  éléments, 

(')  Celle  propriété  résulle  de  l'identité 

(/,  ~t-  /  +  /»)!  _  ( k  -+-  l  -+-  m  —  1  )  !        (A--+  /  +  /n  —  i)!        ( k  ■+- 1  -4-  m  —  1) ! 
k\l\m\         "      kllï{m  —  i)\     H       A  !  ( /  —  1  )  !  m  !       h 

dont   la  vérilicalion  csl  1res  facile. 


c'est-à-dire  le  produit  des  coefficients  du  développement  de 
(.r  -+-  y  -+-  z  )" .  Pour  cela,  prenons  la  formation  indiquée  an  com- 
mencement du  n°  2.  Si  nous  appelons  P*  le  produit  des  coeffi- 
cients de  (.r  +  r)/f,  c'est-à-dire  de  la  k  -+-  iième  ligne,  il  est  évident 
<pie  le  produit  des  éléments  composant  celte  ligne  sera  cf^'P*. 
Nous  aurons  donc  pour  le  produit  cherché  UV 

m  ! 
Remplaçant  chaque  coefficient  c*  par  ^i ,    ,  el  chaque  pro- 

duit  P*  par  l'expression  r  ,    ,  _,        ., =ra>    d'après    une   formule 

1  '  |  i .  ■.>  !  1  !  .  .  .  i  h ■  —  i  )J-  ■ 

que  nous  avons  précédemment  établie  ('  '),  on  trouve  la  nouvelle 

expression 

tn+lHn+2) 

(ni)         2 

^!«2t«-i3J«-ï  ...(/j  — i)!2/i!]3# 

Il  est  possible,  enfin,  de  simplifier  encore  ce  résultat  en  appe- 
lant 

1=1^=,    f,=  ii!=3    ,3=L-i=G t,=  p{p^x).   ... 

2  2  2  i. 

les  nombres  triangulaires  successifs. 
On  a  alors 

Par  exemple,  si  n  =  3,  les  nombres  triangulaires  étant 

I,     i.    6,     IO.    I  ").    1\  ,    7.8 

les    exposants    prendront   les    valeurs    io  —  3  =  7.     10  —  9  =  1, 
10  —  18  =  —  8,  et 

Çf?8=  3'.  2. 

Pour     ft=  i,     1rs     exposants    sont     id  —  3  =  12,     i5 — q— b", 

1  T>  — -  1 8  =  —  3 ,  e  t 

$4=  J 12 . 3.,  ,.^-a. 

Pour     n     :  5,    les     exposants    sont     21  —  0  =  18,    21  —  9  =  12, 


(';  Bulletin  de  la  Société  mathématiqm   d<   France,  t.  W  III,  p.  i4o. 


-  2:5  - 
2  1        l  8  :     3,21  —  3  o  =  —  9 ,  <  ■  I 

<£s=  518.  i»2.33.a  ;'. 
Le  rapport  de  deux  produits  consécutifs  'AV( ,  el  'A1,,  esl 

_|±î=(n-Hi)    '-'     .«»-*.  (n  —  i)»-7.(n  — 2)»-1". . .  2~2" 

A  « 

Par  exemple, 

t|\.  bl 

_2   _   52    .44-4  34-7.a4-i0=   >18.    jn     •3-3.2-f'. 

5.  Concevons  que  nous  ayons  forme- le  tétraèdre  arithmétique 
d'ordre  />,  défini  comme  nous  l'avons  dit  au  11"  !».  et  posé  sur  une 
base  horizontale.  Si  nous  plaçons  les  coefficients  c0,  C|,...,  cn 
de  (x  -\- y)n  sur  une  ligne  verticale,  chacun  d'eux  répondant  à 
une  couche  horizontale,  et  si  nous  formons  Jes  produits  de  tous 
les  éléments  d'une  couche  quelconque  par  le  coefficient  corres- 
pondant, nous  obtiendrons  un  nouveau  tétraèdre,  dont  les  élé- 
ments numériques  offriront  une  entière  symétrie  par  rapport  aux 
quatre  faces.  Ces  éléments  seront  les  coefficients  du  développe- 
ment de  (x  -\-  y  +  s  -f-  t)" . 

Il  serait  facile  d'établir  diverses  propriétés  de  cette  figure,  par 
analogie  avec  celles  du  n°  4.  Nous  nous  contenterons,  comme 
résumé  de  ce  qui  précède,  de  faire  remarquer  que  : 

Les  coefficients  du  développement  de  [x  +  y)n  se  disposent  sy- 
métriquement suivant  une  ligne  droite; 

Ceux  du  développement  de  (x  -\-y  -\- z)n  suivant  un  triangle 
arithmétique  ; 

Ceux  du  développement  de  (x+  y  -+-  z  -+-  t)"  suivant  un  té- 
traèdre arithmétique. 

Par  analogie  avec  ce  qui  précède,  on  peut  aisément  déter- 
miner aussi  le  produit  des  coefficients  du  développement  de 
(x  -\-y  +  s  +  /)",  lequel  a  pour  expression 


COMPTES  KENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  3  NOVEMBRE  1890. 

PRÉSIDENCE   DE    SI.    IIATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

Le  diplôme  el  la  médaille  d'or  obtenus  par  la  Société  à  l'Expo- 
sition universelle  de  1889  sont  déposés  sur  le  bureau. 

Démissions  :  MM.  Hermary,  Pucciarelli  et  Rey  adressent  leurs 
démissions  de  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  *S'///'  les  normales  aux  hyperboles  équilatères. 

M.  Laisant  :  Sur  une  généralisation  d'un  théorème  de 
Laguerre. 

M.  Humbert  :  Sur  une  surface  remarquable  du  quatrième 
ordre. 


SEANCE   DU   19  NOVEMBRE   189(1. 

PRÉSIDENCE    I>K    If.    IIATON     DE     LA    GOUPILLIÈRE. 

Communications  : 

M.  Vicaire  :  Sur  un  mouvement  pendulaire  troublé. 
M.   Fourel  :   Sur  un   théorème  relatif  au  centre  de  gravité 
des  pieds  des  droites  faisant  avec  une  courbe  algébrique  un 

angle  donné  et  menées  par  un  point  fixe. 

M.  d'Ocagne  :  Démonstration  élémentaire  du   théorème  de 
Malus  sur  les  rayons  réfléchis  par  une  surface. 


SÉANCE   DU   :;   DÉCEMBRE    1890. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    HATON    DE    l.\   GOUPILLIÈRE. 

Élections  :M.  Colot,  présenté  par  MM.  Javarj  etMarie;M.  Genty, 
présenté  par  MM.  Laisanl  et  Haton  de  la  Goupillière;  M.  Vaschy, 
présenté  par  MM.  Sarrau  el  Poincaré3  sonl  élus  ;';  l'unanimité. 

Co  mm  u  n  ira  t  ion  s  : 

M.  Fourct  :  Sur  le  nombre  des  points  brillants  d'une  surface 
éclairée  par  des  rayons  issus  il' un  /toi///. 

M.  Humbert  :  Snr  les  normales  à  une  quadrique  et  sur  la 
surface  lieu  des  centres  de  courbure. 

M.  Humbert  :  Sur  la  surface  de  K uni  mer. 

M.  Laisant  :  Sur  deux  problèmes  relatifs  au  mouvement  de 
deux  points. 


SÉANCE    DU  17  DÉCEMBRE    1890. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COLLIGNON. 

M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique  annonce  qu'une  somme 
de  mille  francs  est  mise  à  la  disposition  de  la  Société  pour  la  pu- 
blication du  Répertoire  bibliographique. 

Élections  :  M.  Antomari,  présenté  par  MM.  André  et  Carvallo; 
M.  Massieu,  présenté  par  MM.  Ibilon  de  la  Goupillière  et  Vicaire. 
sont  élus  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Humbert  :  Sur  une  famille  de  quadriques  faisant  partie 
d'un  système  triple  orthogonal. 

M.  Lemoine  :  Sur  quelques  formules  de  la  géométrie  du 
triangle. 

M.  Kœnigs  :  Sur  certaines  surfaces  admettant  pour  lignes 
asymptotiques  une  série  de  cubiques  gauches. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  une  propriété  des  courbes  algébriques. 
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SÉANCE  DU  7   JANVIER    1891. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  COLLIGNON. 

La  Société  |)rocède  au  renouvellement  de  son  Bureau. 

Communications  : 

M.  \  icaire  :  Sur  les  oscillations  troublées  d'un  système  ma- 
tériel autour  <V une  position  d'équilibre. 

M.  d'Ocagne  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  liaison  entre  les  expressions  du  rayon  de  courbure  en 
coordonnées  ponctuelles  et  en  coordonnées  tangentielles. 

Rappelons  que  si  M  est  un  point  d'une  courbe,  ST  la  tangente 

Fie.  i. 


A 
S 

9 

^^~\^ 

W^^ 

A' 

S' 

< 

0 

\                T 

en    ce  point,    les   coordonnées   rectangulaires   (cartésiennes)    du 
point  M  sont 

celles  (  pluckériennes)  de  la  tangente  ST  sont 


i 


OS 


Les  coordonnées  parallèles  de  la  tangente  ST  s,, ni 

OS      u,        •»  s 


celles  du  point  M  sont 


i  i 


ôÂr/'-  ..v  =  ^ 


Les  formules  qui,    dans  chaque  système,   licni  les    unes  aux 
autres  ces  diverses  coordonnées  peuvenl.se  résumer  en  une  seule, 


(i)  < 


a  d$  —  p  dm 

complétée  par  le  Tableau  ci-dessous,  qui  l'ait  connaître  les  valeurs 
correspondantes  de  o>,  a  et  t3  : 

Valeurs  de  w x,    y,     r(,     Ç,      u.     v,     />,     </. 

»  a Z,      ïj,    y,      ''.     y.     p,     V,      u, 

P *))      C     •'••    .'',     /'•     '/•     "•     l'- 

Cela  posé,  on  a 

,    ,  eK        dl   dx 

(a)  -y  =  y-  -y- 

Mais,   au   moyen  des  diverses  formes   de  (i),   on    trouve  faci- 
lement 

È>  -  -  — 

drt  ~         y' 
diy 
dZ,   _  dx2  d2y 

dx  ~   /    dy         \-~  '    dx'1  ' 

\xTx-n 

dx  _  ^  dt\*  ,  oftÇ 

Portant    ces   diverses  expressions    dans    la    formule   (2),    nous 
avons,  toute  réduction  faite, 

(3)  ,l±y  *Ç  -    -1- 


dx2   dt*1        yzÇs 
et  de  même 

du-   dp-         viqi 

Cette  remarquable  formule  permet  de  passer  de  l'expression  du 
ravon  de  courbure  en  coordonnées  ponctuelles  à  son  expression 
en  coordonnées  tangentielles  et  réciproquement. 
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Menons  par  le  point  O  la  parallèle  OH  à  ST.  L'expression  du 
rayon  de  courbure  en  coordonnées  cartésiennes  peut  s'écrire 

(I)  R=      '      2»\ 

dx* 

d'1  y 
Tirant  de  là  —f->  et  portant  dans  (3),  nous  avons,  après  une  trans- 
formation   facile,    pour   le    rayon   de    courbure    en    coordonnées 
pluckériennes, 

3 

(H)  R=^^> 

1     OT 

formule  que  nous  croyons  nouvelle. 

De  même,  en  posant  00'=  o,  nous  avons  obtenu  ailleurs  l'ex- 
pression suivante  pour  le  rayon  de  courbure  en  coordonnées  pa- 
rallèles tangentielles 

du2       0 

Dès  lors,  la  formule  (3  bis)  donne,  pour  le  rayon  de  courbure 
en  coordonnées  parallèles  ponctuelles, 

(IV)  R=       '        Âpl, 

a-  q        o 

dp- 

formule  également  nouvelle  dont  nous  avons  communiqué  une  dé- 
monstration géométrique  directe  à  l'Académie  de  Belgique. 

En  suivant  un  procédé  de  démonstration  que  nous  avons  ré- 
cemment indiqué  (JVouv.  \nn.  de  Math,  p.  \  \ 5  ;  [890),  on  ob- 
tient, soit  au  moyen  de  la  formule  (1).  soit  au  moyen  de  (I\  ),  le 
théorème  de  Reiss  : 

Si  uni'  droite  quelconque  coupe  une  courbe  algébrique 
il  ordre  m  sous  les  angles  a,,  ou,  .  .  .,  y.„,  en  des  points  où  les 

rayons  <lf  courbure  sont  II,,  H2,  ....  Il,„,  "//  a 


lii  -in  :  y,        \\,  sina  x%  \\„,  sin3  stm 

I  •■    même,  l'une  ou  l'autre  des  formules  1  M  >  ou  1  ill  >  conduil 


<-><)  — 

iiti  théorème  suivant  que  nous  avons  énoncé  pour  ta  première  fois 
(/oc.  cit.,  p.  448)  : 

Si  les  tangentes  menées  d'un  point  quelconque  à  une  courbe 
algébrique  de  la  classe  n  ont  pour  longueurs  /  {.  t>,  . . .,  /„,  et  si 
K,,  li, 1!,,  sont  les  rayons  de  courbure  aux  points  de  con- 
tact, on  a 

R,        H,  \\„ 

F  +  7F +••■■+- 7F  =  "- 


SÉANCE  DU  21  JANVIER  1891. 

PIIÉSIDENCE    DE   M.    COLMGNON. 

Communication  : 


M.  Humbert  fait  une  Communication  .s///'  les  surfaces  algé- 
briques inscrites  dans  la  surface  de  Kummer.  Il  montre  que 
celle  surface  admet  32  systèmes  de  surfaces  cubiques  inscrites  et 
3i  systèmes  de  surfaces  de  quatrième  degré  inscrites. 


SÉANCE  DU   l  FÉVRIER     18!)  1. 


PRESIDENCE    DIC    M.    DOCVGMÏ. 


M.  Làisant  fail  la  Communication  suivante  : 

Sur  l'extension  de  la  Géométrie  cartésienne  aux  figures 
imaginaires. 

Parmi  les  travaux  avant  pour  but  d'étendre  aux  imaginaires  les 
conceptions  de  la  Géométrie  analytique  de  Descaries,  il  convient 
de  citer  ceux  de  MAI.  Mouchot,  entrepris  depuis  bien  des  années 
déjà,  et  Tarrv,  qui  a  publié  plusieurs  Mémoires  sur  ce  sujet  dans 
les  comptes  rendus  de  Y  Association  française  pour  l'avance- 
ment des  Sciences.  Laguerre  el  M.  Marie,  à  un  point  de  vue  plus 
analytique,  s'étaienl  jadis  occupés  de  la  même  question. 
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Le  principe  fondamental  de  celle  nouvelle  Géométrie  générale, 
pour  employer  l'expression  de  M.  Tarry,  est  la  conception  du 
point  double  (M,  M')  formé  par  le  couple  des  deux  points  ordi- 
naires M,  M'  pris  dans  un  ordre  déterminé;  M  et  M'  sont  dits  les 
composantes  positive  et  négative  du  point  (M,  M7),  qui  devient 
réel  quand  les  deux  composantes  coïncident. 

J'avais  essayé,  de  mon  côté,  d'étendre  aux  imaginaires  la  no- 
tion des  coordonnées  cartésiennes  par  la  construction  du  point  M 
donné  par  l'équipollence  Ar  =  x  +  vsfj,  0  ('-tant  l'angle  des  axes 
coordonnés,  et  x,  v  les  deux  coordonnées  imaginaires.  Mais  cette 
conception  se  trouvait  incomplète  et  défectueuse,  faute  de  la  no- 
tion du  point  double,  car  un  même  point  pouvait  avoir  une  infi- 
nité de  coordonnées  différentes. 

Si,  au  contraire,  nous  considérons  les  deux  points  M,  M' définis 
par  les  équipollences 

m  =  x  -t-  y  e°,        m'  =  cj  x  H-  cj  y  .  -J>, 

il  est  facile  de  constater,  soit  géométriquement,  soit  par  le  calcul, 
que  le  point  (M,  M')  est  déterminé  par  ses  coordonnées,  et  réci- 
proquement les  détermine. 

Les  deux  relations  ci-dessus  peuvent  s'exprimer  par  la  formule 
unique 

(  M.  M')=  I  X.  CJX)  -+-  (Y,  <'.jv)îfJ. 

équipollence  double,  qui  les  englobe  toutes  deux  en  une  seule. 

On  démontre  que  les  formules  ordinaires  de  transformation  de 
coordonnées  s'appliquent  identiquement  aux  points  doubles  de  la 
Géométrie  générale  à  deux  dimensions,  ce  qui  permet  de  généra- 
liser d'une  façon  considérable  les  résultats  de  la  Géométrie  ordi- 
naire. 

Du  même  coup,  on  arrive  à  donner  en  quelque  sorte  une  réa- 
lité objective  et  une  absolue  clarté  à  des  notions  de  Géométrie 
imaginaire  un  peu  obscures  avec  le  langage  habituel.  Il  esl  pos- 
sible, sur  ces  données,  d'établir  un  lien  de  plus  entre  l'Analyse  el 
l.i  (  îéométrie  par  le  calcul  des  équipollences.  Il  e>i  juste  d'ajouter 

que  Bellavitis  avait  entrevu  celle  nolion  du  point  double  dans  --es 

considérations  sur  les  points  fictifs  des  courbes. 
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M.  Béghik  fait  1m  Communication  suivante  : 

Sur  V impossibilité  d'une  fonction  d'une  seule  variable 
à  plus  de  deux  périodes. 

Il  suffit  de  faire  voir  que  le  module  de  \a->r-\\l>  Ce  peul 
être  rendu  aussi  petit  qu'on  veut,  A.,  B,  C  désignant  trois  périodes 
el  a,  />,  C  trois  nombres  entiers.  Soit  C—  A.\  -f-  u.B,  où  Ton  peut 
supposera  et  u.  positifs. 


(), 


A-c>< 


I 
\oiJ 


Nous  partageons  la  partie  décimale  de  ehacun  des  nombres  A  et  w, 
en  tranches  de  p  chiffres;  toutes  ces  tranches  ne  pouvant  être  dis- 
tinctes, on  peut  trouver  deux  entiers  a  et  [i  tels  que,  dans  chacun 
des  deux  nombres,  la  tranche  d'ordre  a  soit  identique  à  celle  d'ordre 

a -f-  S.  On  choisit  pour  -  et  -  les  fractions  décimales  x  et  y,  qui 

ont  respectivement  pour  périodes  les  nombres  formés,  dans  a 
et  'x,  par  les  chiffres  situés  depuis  le  commencement  de  la  tranche  a 
jusqu'au  commencement  de  la  tranche  d'ordre  x  -+-  [j,  les  chiffres 
situés  à  gauche  de  la  tranche  d'ordre  x  étant  les  mêmes;  on  aura. 
N  et  N'  étant  entiers,    . 

N  N' 


y 


i0ny. —  lo/>(x-i)  J  |0/<a —  io/Ua-1 

t(À-*)<— rai  < 


On  voit  <[ue  cette  démonstration  ne  repose  que  sur  des  considé- 
rations tout  à  fait  élémentaires. 

M.  d'Ocagne  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  détermination  particulière  du  centre  de  courbure 
des  lignes  planes,  ipplication  aux  courbes  algébriques 
d'ordre  quelconque. 

Si  l'on  pose  P  — ,>•--[    i-,  (>n  trouve  facilement,  pour  l'exprès- 


-  n  — 

siun  de  l'abscisse  ON  =  n  du  pied  de  la  normale  correspondant  au 
point  M, 

.  dP 
(i)  n—  -  -T-; 

i  a.r 

par  suite, 

dn  _  i  dïP 

d.r         ■).    d.r- 

Mais,  si  ds  est  la  différentielle  de  l'arc  au  point  Al,  on  a,  en  ap- 
pelant Û  le  centre  de  courbure  correspondant  el  0  l'angle  de  la 
normale  avec  l'axe  des  .r, 

dn  _   12  N      i  ds  i 

77s   ~  smô  ûf'  1r  ~   sinO  ' 

donc 

i   c?2P        »>N       t 


(2) 


2   «-/.r3   ""  QM   silice 


Celte  formule  fait  connaître  le  centre  de  courbure  lorsque  la 
courbe  est  définie  par  son  équation  en  P  et  en  x.  Remarquons  en 
passant  qu'une  telle  équation  représente,  en  même  temps  que  la 
courbe,  sa  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

Prenons,  par  exemple,  la  conique  représentée  par  l'équation 

a?2 


Cette  équation  peut  s'écrire 


D       c-    . 


La  formule  (•>. )  donne  donc,  dans  ce  cas, 

ç2  _  £>N       i 
a2  ~~  ÎÏM  sinâ0' 

d'où    se    déduit    la    construction    du    centre    de    courbure    duc    à 
M.  Mannheim. 

Prenons  une  courbe  algébrique  quelconque,  d'ordre  m:    son 
équation  peul  s  écrire 

r"'       \,.)"'   '       \2-r'"-2-:  ...       \,„  =  o, 

on 


Gardant  dans  le  premier  membre  tous  les  termes  d'une  mêm 
parité,  faisant  passeï  dans  le  second  i < » u ^  rcu\  de  la   parité  con- 
traire,  élevanl    au   carré,   puis    réunissant    «le   nouveau    tous    les 
termes  dans  un  même  membre  el  réduisant,  non-,  avons 

y*m+.y*m    2(2X2        \  \)       y*m    k(X|        2X1  X3-I-  2X4)  -H.  .  .  =  O 
ou 

(4)  p/n_(_p/«    L(.      /;,  .,■■•     .  aXj—X}  )-+-... =  0. 

Il  faut  remarquer  (jtie  cette  dernière  équation  représente  à  la 
fois  la  courbe  C  proposée  cl  sa  symétrique  C  par  rapport  à  l'axe 
des  jr,  car  à  chaque  valeur  de  I'  correspondent  deux  points  symé- 
triques par  rapport  à  cet  axe. 

Si  nous  donnons  à  x  une  certaine  valeur,  nous  avons 

/  =  i 
par  conséquent, 

i=m 


2 


—  z(m  —  X2  -f-  X'12      \  i  \  1  1  —  2 1  m  —  2  a2  -+-  a  ?  ), 

i  =  \ 

ou,  d'après  (  2  ), 

I  =  H! 


wt  —  »  a2 


Or,  si  nous  remplaçons  la  courbe  par  le  systèj le  ses  m  asyni 

o  v 
ptotes,  c/|  et  a2  restent  les  même-:  les  rapports  -*    -  tendent  vers 

l'unité,    appelant  donc  y.,.  oc2,  ...,  a/w  les  angles  des  asymptotes 
avec  Taxe  des  r.  on  a 

y    — — : —  =  m 2  (l>  -+■  ni. 

jmÊd    SI  11-  7./ 
1 

De  là  ce  théorème  : 

Si    une  droite   quelconque    coupe   une   courbe    algébriqiu 

d'ordre  ///  aux  points  M,.  M2 M,„.  sous  les  angles  9,,  92,  . 

h,„.  et  ses  m  asymptotes  sous  les  angles  a,,  y... xm;  si  une 

perpendiculaire  (///e/m/u///e  à  la  première  droite  rencontre  les 
xix.  ; 
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normales  correspondantes  aux  points  Ni,  N2,  . . .,  N/H.  et  si  ût, 
Û2,  . .  .  {},„  sont  les  centres  de  courbure  correspondants,  on  a 

i -m  i = m 


12/ M,  sin2f),-        ^à  mu'-/, 


Si  la  courbe  considérée  est  isotropique,  le  second  membre  <le 
cette  formule  est  nul,  et  l'on  retombe  sur  une  propriété  que  j'ai 
déjà  obtenue  d'une  autre  façon  (Journ.  de  Molli,  sp.,  p.  126, 
th.  VI:  .88-). 


SÉANCE   DU    18   FEVRIER    18.91. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  Raffi   fait  la  Communication  suivante  : 

Détermination  de  imites  les  sur/aies   moulures 
applicables  sur  des  surfaces  de  révolution. 

D'après  un  théorème  de  M.  Massieu,  pour  qu'une  surface  soil 
applicable  sur  une  surface  de  révolution,  il  faut  el  il  suffit  que 
l'équation  aux  géodésiques  de  cette  surface  admette  une  intégrale 

linéaire  et  homogène  (voir  Darboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  III. 
p.  20/).  Appliquant  ce  principe  aux  moulures  dont  l'élément  li- 
néaire e-l 

dsi=  tf«»4-(U—  V)2rf?s, 

on  trouve  qu'il  doit   exister  une  fonction  C  de  u  et  de  v  et  une 

loin  lion  \\  '  de  p  reniement,  vérifiant  le  système 

Wl          "  G(l       \  1  =  0, 
ôv 

(a)  \\  1       \  ,*C'K  =0. 

\\,nii  de  résoudre  ce  système,  nous  remarquerons  qu'on  ne 
peut  supposer  W'=:o;  car  alors  il  vient.  I  „  étant  une  fonction 
inconnue  de  u . 

C  =  ,   '   \  C'.=  o. 


Si  l  J0  =  o,  L'intégrale  linéaire  disparaît,  puisque  ses  deux  coef- 
ficients \\  el  (.  sont  nuls.  Si  l  0  n,  la  fonction  l.  ne  saurail 
être  indépendante  de  I  que  si  l  o  el  par  suite  I  sonl  constants, 
auquel  cas  la  moulure  est  une  développable,  ou  si  \  e^i  constant, 
auquel  e;is  elle  dégénère  en  une  surface  de  révolution. 

Cela  posé,    l'équation  (i)  intégrée  par  rapporl  à  adonne 

r  _  Uo-WU' 

L-  -irzv~' 

et  l'équation  (2)  devient,  par  substitution  de  <., 

1  3)  W"-f-  UU'0-  U0U'-hVWU"— VU'0-hW(U'2—  UU")  -  o. 

Telle  est  l'équation  qu'il  s'agit  de  résoudre.  Egalons  à  zéro  sa 
dérivée  seconde  prise  par  rapporl  à  //  el  à  r,  et  divisons  par  la  dé- 
rivée V  qui  n'est  pas  nulle;  nous  trouvons 

\  \  W  )'  W 

(4)  (-^-U'''+  ^-(U'«-  UU')'  =  U'0; 

et,  en  diflférentiant  une  fois  encore  par  rapport  à  c. 

Dans  cette  dernière  équation,  on  ne  peut  supposera  la  fois 

U'"=  o,         (U'2-UU)'=U'U"-UU",  =  o, 

car  alors  U"=o;  les  moulures  seraienl  des  développables. 

Si  donc  on  fait  Uw=o,  on  devra  supposer  le  rapporl  W  ;  \ 
constant.  Soient  alors 

tj  —au%-\-b,         W     -  >m\-hn. 

L'équation  (  \  1  intégrée  deux  t'ois  donne 

U'o :=  3  /re(U'2 —  UU")  -+•/>,         Uu  =  2w-  "  '-  (6/nab — /m»       7. 

tandis  que  l'équation  (3)  devient 

\V"h-^/\\\      Vjo-H«(U'2—  UU')-t-UU'0    -U0U'=o. 

Les  termes  en  v  et  les  termes  en  a  doivent  séparémenl  se  ré 
duire  à  des  constantes.  Or  les  termes  en  u  forment   un  polynôme 
du  quatrième  degré  dont  le  terme  en  //''  a  pour  coefficienl  imaz. 
Donc  m  =  o,  d'où  résulte  W=  o,  solution  exclue. 
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Nous  devons  donc  désormais  supposer  L  '  ^  o.  Je  dis  qu'on  ne 
peut  supposer  le  rapport  \\  '  :  \'  constant,  car  il  faudrait  alors 
que  le  rapport  (  YYVV  :  \    fui  constant  aussi.  Ou  aurait  donc 

W  =  3  m  V  ■+■  n,         VW  =  a  V  -+-  (3, 

d'où  l'équation  du  second  degré  à  coefficients  constants 

3/wV2-+-  (  n  —  y.)\  —  £  =  o, 

qui  devrait,  puisque  V  n'est  pas  constant,  avoir  lieu  indépendam- 
ment de  V.  Donc  en  particulier  m  =  o  et,  par  suite,  W=  o,  so- 
lution exclue. 

La  seule  el  dernière  hypothèse  à  faire  est  donc 

On  peut  diviser  les  deux  membres  de  l'équation  (5)  par  le  pro- 
duit de   ces  quantités;    alors  l'équation   se   décompose   eu    deux 

,U'-2-UU")'  [d   (VW)'l      [d   W'1 

ir    =~ !>  ~vH :  U  vj  = const-  =  -• 

De  ces  deux  relations  on  lire  successivement 

(6)         (U'«—  uu"/=  yU'",  (vwy+^w     =»v, 

(7)  U'2  —  Ulî"    =tU"+o;         (W—  n)(V-t-Y)  =  *- 
Substituant  les  expressions  (6)  dans  l'équation  (  {)  il  vient 

\J"0  =  nU'",        U0=  n\J'-hpu-hq. 

Vvec  cette  valeur  de  U0,  l'équation  (3)  devient,  eu  égard  aux 
relations  (7), 
(3-)  wff— jt?V-h8(W      «i+/)U-(/)H  +  «7)U'4-/)U"r„. 

I  Jonc  les  termes  en  //  doivent  avoir  une  somme  constante.  Mais, 
en  vertu  d'une  des  relations  1  7  I,  on  a 

U'"  :  U'  =  U'  :(U  +  y),       U"=rt2(U  +  7i, 

ce  qUi  montre.,  a  ne  pouvant  être  nul,  que  la  fonction  U  esl  pé- 
riodique.   Par  siiile/*  est   mil.    Donc   DOUS  avons  à  la  lois 

(8)  q\    —h\      =  o,         l'"(  '— I  I    H-Y)l      -  "• 

Or  //  n'esl  pas  nul,  s, ois  cela  W  se  réduirail   à  la  constante  //. 
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solution  exclue,   \iiim  on  peut  éliminer  I     <  i  l      de  ces  deux  re- 
lal  ions  (  8  ),  ce  « ]  i j  i  donne 

U'  :  (U  -+-  y)  =  q  :  h  =  a,         I        y  = 

Mais  alors  tous  les  termes  qui,  dans  la  niai  m  m  (3'),  dépendenl 
de  //  se  détruisent,  et  il  reste 

\\        8(W—  //  i=  o. 

Or,  avec  la  valeur  trouvée  pour  l  .  la  première  des  équa- 
tions ('-)  entraîne  o  —  o.  On  a  donc  W"=  o.  Alors  la  seconde 
des  équations  (y)  donne  pour  \  —  y  une  expression  qu'on  peut 
('crire  b  \  p,  b  étant   iww  nouvelle  constante;  d'où  finalement 

,-       v  b 

v 

et  l'on  retrouve  les  moulures  déjà  obtenues  par  M.  l)iui  comme 
solution  d'un  problème  moins  général. 

M.  d'Ocagne  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  substitutions  linéaires  d'une  seule  variable  à  coefficients 

périodiques. 

Si  l'on  répète  indéfiniment  la  même  substitution  linéaire 

ax  -+-  b  ax\  -+-  t>  axa-x  -+-  l> 

X\  =    .  ■>  X%  =    y  »  ....  X„  =    -,  y  ... 

ex  -+-  a  cxi-T-a  cxn-y-   </ 

•  m   a 

\„x  —  B„ 


'  "       G,^  +  D„ 

Le  problème  qui  consiste  à  trouver  les  valeur?  de  V„,  Brt,  C„, 
Dn  en  fonction  de  «,  b,  c,  d  a  été  résolu  d'une  façon  ingénieuse 
par  M.  le  prince  de  Polignac  {Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique^  p.    120;    1876).  En  voici   une  solution  plus  directe  : 

On  voit  facilement  que  les  quatre  -('ries  de  quantités  A,  B,  C, 
l)  satisfont  à  une  même  loi  de  récurrence 

U„  =  (a  ■»  d)\  ,,_i-i-  (bc  —  ad)\  ,,-• 
(où  l'on  remplace  successivement  i    par  \.  B,  ( '..  D)avec  les  con- 
ditions initiales 

\     --  1,         B0=  o,         G0  =  o,         l>   =  o, 
\,       a  B,       /■  G,  =  c,         D,    -  d. 
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Donc,  <'ii  vertu  d'une  formule  que  nous  avons  démontrée 
autrefois     [  Nouvelles      [finales    de    Mathématiques,   p.    71; 

1  SN  î  1  ■  ij.  mi  a.  en  posant 

a  -t-  d  =  À.         bc  —  ad  —  [x, 
et 

u 1,  —  \  .„      I+  j    /.  /  . 

i  =  0 

les  formules  suivantes  : 

A„  =  a«„-f-  [xh,j-|, 
B„  =  bun. 

'  '  /(  ==  CH 11  - 

D„=    <2«B-H    [Jt«B_i, 

qui  résolvent  le  problème. 

Supposons  maintenant  que  les  coefficients  des  substitutions 
successives,  au  lieu  d'être  constants,  se  reproduisent  périodique- 
ment, c'est-à-dire  qu'on  ait 

a,\x  -+■  bi  «2  J'i  -+-  b-î  _  a^k-x  ■+-  &A 

X\         —     —r-  1  X-i         =      -r-  )  ....  X/,-  =    j—  ? 

"1  •''/,  :-+-&i  a2a?A-+i+^2 

On  voit  alors  que  les  quantités  A  et  B  sont  données  par  la 
série  récurrente  à  coefficients  périodiques 

l  nk+i  =  <*i  l  ///.  t  /  ■  1  -+-   $i  l  nk  t-i-t         ave< 


|   fy  =  j-^-ibi-^j-i  —  Oj- idi-t  |; 


les  quantités  (>  <•!  I)  par  la  suivante 

<■,  , 

l  Y«'= c>  >  +  ''>■ 

.  .  5    .  1  Ci-i 

\  »*+*  =  *,'/  *  ni,  - 1- 1  •-  ôi  \  „/,  . ,.  ,       ave( 

8I=  —    (/>,_,(•,_,  —  at-xdi-t. 

C(-i 

Écrivons  > /•  —  1   Innnulrs  consécutives  de  la  série  l  .  el  sur  les 


Nous  avons  donné  la  généralisation  explicite  de  cette  formule  dans  te  menai 
Recueil  t  a nnée  ismm-  p.  '< 
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2ÂT  +  1   termes  qu'elles  renferment,   élimii s  les  ik      2  autres 

que  U„k+i,  U(„   ,  *+/ et  U(fl   r/,i(.   H  vient,  après  des  calculs  que 
nous  supprimons, 

I   ,,/.  ,  , ?  =  l-l     n     1  /.     1        Ml     n 

où,  en    représentant  par  IW  -     -  jle  reste,  0  el    1 .  de  la  division 

/,  —  1   par  2, 


a,  a,  7..,.  .  .a/, 


i  =  1         /  =  1 
/'  k  -  1 


)(P,P,P,...p*_i-f-P.P*...p*)l 

M  =  (-1)'  -»PiPiP....P*, 

élanl  entendu  que,  dans  la  double  somme  qui  figure  dans  I  expres- 
sion de  L,  les  indices  sont  pris  résiduairement  par  rapporl  au 
module  /, .  Les  expressions  de  L  et  de  M  ne  changeant  /m s  par 
permutation  circulaire,  la  loi  de  récurrence  est  la  même  poul- 
ies coefficients  pris  de  I,  en  /.',  à  punir  de  l'un  quelconque  des 
ternies  de  la  première  période. 

Pour  les  coefficients  C  et  D,  il  suffit,  dans  ce  qui  précède,  de 
changer  a  en  y  et  [3  en  0. 

Pour  achever  la  question,  il  n'\  a  pins  qu'à  appliquer  la  for- 
mule rappelée  plus  haut. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 

Remarques  sur  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  réglées 
dont  les  génératrices  appartiennent  à  une  congruence  li- 
néaire :  par  M.  (  lu.  Bioche. 

1.  M.  Picard  a  remarqué  <pi<'.  si  le->  génératrices  d'une  surface 
gauche  appartiennent  à  un  complexe  linéaire,  il  existe  sur  cette  sur- 
face une  cou  ri  je  C.  d(  m  1  les  tangentes  appartiennent  à  ce  complexe. 
Cette  courbe  est  ligne  asvmptotique  de  la  surface;  elle  rencontre 
chaque  génératrice  en  deux  points,  el  son  degré  est  égal  à  la 
classe  des  sections  planes  1    tnnales  de  VEcoh     Vormale;  i,s77  I- 
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2.  En  particulier,  si  une  surface  réglée  admel  deux  directrices 
reclilignes.  les  asymptotiques  sont  les  courbes  C  doDt  les  tan- 
gentes appartiennent  aux  divers  complexes  linéaires  par  rapport 
auxquels  les  directrices  sont  des  droites  conjuguées.  M.  Halphen 
;i  remarqué  que  ces  courbes  divisent  harmoniquement  les  seg- 
ments déterminés  sur  les  génératrices  par  les  directrices  |  />'////. 
de  la  Soc.  math.,  p.  i34;  1877).  Il  est  facile  de  reconnaître  ce 
fait  en  remarquant  que  les  surfaces  considérées  sont  des  transfor- 
mées par  homographie  des  conoïdes;  or,  pour  le  conoïde 

y=it.r.  z=f(u), 

les  lignes  asymptotiques  sont  données  par 

x2  =  C/'  (  u  ),        y*  =  C  u"-f  (  u  ),        z=  f  u  1 . 

Taxe  situé  à  distance  finie  passe  par  le  milieu  du  segment  que  dé- 
termine une  asymptotique. 

3.  M.  Halphen,  dans  la  Note  citée,  dit  que  la  classe  des  asym- 
ptotiques est  égale  à  six  fois  l'excès  de  leur  degré  sur  le  degré  de 
la  surface.  Ce  nombre  est  trop  élevé.  L'ordre  et  la  classe  d'une 
courhe  dont  les  tangentes  appartiennent  à  un  complexe  linéaire 
s'expriment  par  le  même  nombre. 

Donc,  pour  les  surfaces  gauches  douces  de  tlcu.r  directrices 
rectilignes,  In  classe  des  asymptotiques  ci  leur  ordre  s'expri- 
ment par  le  mena-  nombre. 

Si  p  cl  q  sont  les  degrés  de  multiplicité  des  de  us  directrices, 
cl  étant  le  nombre  des  génératrices  doubles,  le  degré  de  la  sur- 
face est 

m  =p-*-q\ 

!<■  degré  et  la  classe  des  asymptotiques  sont  égaux  à 

2!  pq  —d). 

i.  Cette  détermination  se  rapporte  aux  courbes  (.,  dont  les 
tangentes  appartiennent  a  l'un  des  complexes  linéaires  par  rapport 
auxquels  les  directrices  sont  conjuguées.  Ou,  autrement  dit,  elle 
n'est  exacte  que  si  les  asymptotiques  rencontrent  dew\  fois  chaque 
génératrice  :  il  peut  arriver  que  chaque  courbe  C  se  décompose 
•  •n  deux .    \ in-i,  pour  les  surfaces 


(ï) 


T      * 
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les  asymptotiques  sont 

x  =  A//'-',        y  =  A  H'.         z       /-/-'. 

V  étant  une  constante.  Les  courbes  C  signalées  par  M.  Picard  se 
composent  de  deux  asymptotiques  correspondant  à  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  de  La  constante  V.  La  élusse  d'une 
section  plane  esl  en  général  2(2/3  —  m;  le  degré  et  la  classe  d'une; 
asymptotique  isolée  sont  égaux  à  ip — ■  1. 

o.  Si  les  deux  directrices  de  la  surface  considérée  viennent  à 
se  confondre,  le  degré  et  la  classe  des  asymptotiques  sonl  tou- 
jours égaux;  mais  leur  valeur  commune  e^i  inférieure  au  nombre 
qui  donne  la  classe  d'une  section  plane.  Ce  l'ail  s'explique,  si  1  on 
remarque  que,  dans  ce  cas,  la  droite  A  suivant  laquelle  les  deux 
directrices  sont  confondues  appartient  aux  complexes  dont  font 
partie  les  génératrices  de  la  surface.  La  courbe  C  correspondant 
à  un  de  ces  complexes  se  compose  donc  d  une  asymptotique  et  de 
la  droite  A.  L'abaissement  du  degré  des  asymptotiques  peut  être 
de  plusieurs  unités.  Je  renvoie,  pour  cette  question,  à  un  Mé- 
moire dans  lequel  M.  Cremona,  au  moyen  de  la  représentation 
des  surfaces  sur  un  plan,  a  évalué  les  degrés  des  asymptotiques 
des  surfaces  réglées  unicursales  qui  ont  deux  directrices  distinctes 
ou  coïncidentes.  (Annali  di  Matematica,  >.e  série,  t.  I,  p.  2  i<s 
à  a58;  1867-1 868.) 

6.  Il  est  d'ailleurs  facile  d'obtenir  l'équation  générale  des  sur- 
faces gauches  dont  les  génératrices  font  partie  d'une  congruence 
linéaire  singulière.  Les  équations  d'une  droite  rencontrant  l'axe  O; 
peuvent  s'écrire 

X  Y  Z  -  l 


sinBcoso        sinô  sinco         cosO 


Si  Ç,  0,  rf   sonl    fonctions   d'une   seule  variable,  la    droite  en- 
gendre une  surface.  Pour  qu'elle  rencontre  une  seconde  directrice 


rectiligne, 


X  =  a,         Y  =  Z  tangs, 
il  faut  que  ^,  9,  s  soient  liées  par  I  équation 


u  tan::  '^  cotî  —     cot  '). 

c  0  s  0 
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Si  les  deux  directrices  tendent  ;'i  se  confondre,  on  a 

£  =  m  tango, 
en  posant 

lima  colî  =  m . 

Les  équations  de  la  génératrice  donnent  alors 

Y  '    ZX  —  m  Y  ZX  -  m  V 

tangcp  =  Vj  cotO=  =  coso — , 

x  X/X2-i-Y»  v 

de  sorte  que  l'équation  générale  cherchée  peut  s'écrire 

ZX-mY  =  X2F(I). 

7.  Les  coordonnées  d'un  point  de   la  surface  peuvent  s'expri- 
mer par 

X  =  X,        Y  —  X  ii,        Z  =  mu  -t-  X  F(«); 

toute  relation  entre  )>  et  u  définit  une  courbe  sur  la  surface.  Si 
l'on  écrit  que  le  plan  oscillateur  à  une  courbe  contient  la  généra- 
trice, on  trouve 


d'où  Ton  tire 


cr''         -,.,r»/     - 
?.  m  —. A2  b  (  u  )  =  o  ; 

du 


K=  G  -F'(//)' 


C  étant  une  constante.  Les  asymplotiques  sont  donc  données  par 

9.  m  ■>.  mu  „        •>.  m  F(u)  —  muF'(u)  -+■  C  m  u 

=  C  — F'(«)'         =  G—  F'(«)'         =  C  —  F'(m) 

On  a  ainsi,  d'après  une  remarque  de  M.  K.œnigs  |  innales  de 
ht  Faculté  <lc  Toulouse;  1887),  les  équations  générales  des 
courbes  qui  ont  Oz  pour  axe  anharmonique ,  c'est-à-dire  des 
ciiiiiltcs  telles  que  les  points  où  Oz  est  rencontré  parles  points 
osculateurs  menés  en  quatre  points  quelconques  ont  même  rap 
port  anharmonique  que  les  plans  passant  par  Oz  et  par  ces 
points. 


Sur  les  sur/aces  gauches  dont  les  lignes  de  courbure  possèdent 
une  propriété  donnée  ;  par  M.  Gh.  Bioche. 

I.   Si   I  on  détermine  un  point   sur  une  surface  gauche   par  la 
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distance  r  de  ce   point  au   poinl   central   correspondant,  et  par 
l'arc  5  de  la  Ligne  de  striction  terminé  en  ce  point  central,  l'équa- 
tion des  lignes  de  courbure  peul  s'écrire 

t/r-  <lr 

as2  as 

cp  cl  'lt  étant  des  polynômes  du  second  degré  en  /•.  dont  les  coeffi- 
cients  sont  fonctions  de  s.  On  peut  reconnaître,  par  une  discus- 
sion simple,  que,  pour  que    les  expressions  de  -r  fournies  par 

cette  équation  soient  rationnelles  en  r,  il  faut  et  il  suffit  que  <l  I  r) 
soit,  identiquement  nul  (voir  Bull,  de  la  Soc.  math.,  p.  1215 
1888).  Les  surfaces  correspondantes  sont  celles  dont  le  para- 
mètre de  distribution  est  constant,  et  dont  la  ligne  de  striction 
est  ligne  de  courbure.  Je  les  appellerai,  pour  abréger,  surfaces  S. 

2.  On  déduit  immédiatement  de  ce  qui  précède  que,  si  un  sys- 
tème de  lignes  de  courbure  d'une  surface  réglée  possède  une  pro- 
priété exprimable  par  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  rationnelle  en  r,  cette  surface  appartient  à  la  catégorie  des 
surfaces  S,  à  moins  que  l'équation  différentielle  en  question  ne 
soit  vérifiée  pour  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface,  c'est- 
à-dire  ne  se  réduise  à  une  identité. 

3.  Cette  remarque  permet  de  résoudre  la  question  suivante  : 
Quelles  sont  toutes  les  surfaces  dont  un  système  de  lignes  de 
courbure  est  composé  de  trajectoires  des  génératrices?  Il  suffit 
d'exprimer  la  condition  donnée  par  une  équation  du  premier 
ordre.  Or.  si  une  ligne  de  courbure  coupe  les  génératrices  sous 
un  angle  constant  i,  en  chaque  point  de  cette  ligne  l'asympto- 
tique  fait  avec  la  génératrice  l'angle  2?,  et  l'on  trouve  facilement 

tang2a  i  =  F(r), 

F  étant  une  fonction  rationnelle.  Un  des  systèmes  des  lignes  de 
courbure  {]c^  surfaces  cherchées  vérifie  donc  l'équation 

d   u 

Cette  équation  se  réduit  à  une  identité  pour  l'hélicoïde  mini- 
mum, et  seulement  dans  ce  cas:  car  celle  surface  est  la  seule  dont 
les    asymptotiques    soient    trajectoires    des    génératrices.    Ce    cas 
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écarté,  on  trouve  des  surfaces  ï  donl   les  lignes  de  courbure  sont 
données  par 

dr  dr         ,    . 

-  -  =  o        ou         —. — h  cp(r)  =  o. 

as  as         ' 

ï.  Le  second  système  ne  peut  être  composé  de  trajectoires, 
car  © i. ,/•)  contient  un  terme  du  second  degré  en  r.  Or  j'ai  démon- 
tré  {Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse;  i<Sttq)  qu'un  système 
vérifiant  une  équation  de  Riccati  où  le  terme  en  /•-  figure  effecti- 
vement  ne  peut,  rire  composé  de  Irajcctoires.  Si  le  premier  sys- 
tème est  composé  de  trajectoires,  la  ligne  de  striction,  qui  est 
l'une  d'elles,  est  géodésique,  d'après  un  théorème  de  M.  Bonnet. 
Les  surfaces  cherchées  ont  donc  leur  ligne  de  striction,  ligne  de 
courbure  et  ligne  géodésique,  le  paramètre  de  distribution  étant 
constant:  ce  sont  des  surfaces  de  révolution. 

Donc  les  seules  surfines  dont  un  système  de  lignes  de  cour- 
bure soit  composé  de  trajectoires  sont  : 

i"  La  sur/née  gauche  de  révolution  :  les  irajcctoires  considé 
rées  sont  les  parallèles; 

2°  L' helieoïde  minimum  :  toutes  les  lignes  de  courbure  sont 
trajectoires,  et  l'angle  est  de  45°  pour  toutes. 

5.  Sur  les  surfaces  ï.  le  long  d'une  ligne  de  courbure  de  même 
système  que  la  ligne  de  striction,  la  courbure  totale  est  con- 
stante, et  l'angle  du  plan  tangent  avec  le  plan  central  est  constant. 
La  remarque  dont  je  me  suis  servi  permet  de  reconnaître  que  les 
surfaces  S  sont  les  seules  jouissant  d'une  de  ces  propriétés.  On 
peut  voir  de  même  que,  si  le  long  de  chaque  ligne  de  courbure 
d'un  système  la  courbure  moyenne  est  constante,  la  surface  cor- 
respondant'' es!  une  surface  de  révolution  ou  un  hélicoïde  mi- 
nimum. 


Remarque  sur  V  interpolation  ;  par  \l.  C.-A.  Lais  an  t. 

La     formule    <l  interpolation    de    Lagrange    donne,    connue    Ion 
sait,  sous  forme  entière  de  degré  n       i ,  une  fonction  //  de  '  .  as 
sujetlie  à  prendre  les  valeurs 

n  i .     h '/. 


pour  les  valeurs  d< »nnées  de  x 

"i.    "i ««■ 

Elle  peul  s'écrire 

il)  a=\l/il-,    X2uz-h. .  .—  X,,u„, 

\,,  \o \„  étanl  des  polynômes  en  x  iel>  que  \/,  s'annule 

pour  les  valeurs  ai:  a2,  •  •  •  autres  que  <i/,-  (,i  se  réduit  à  I  unité 
pour  x  =  a/e 

De  celle  formule  (i)  il  esl  possible  de  déduire  une  infinité  de 
fonctions  de  x  satisfaisant  aux  mêmes  conditions.  Soient,  en  effet, 
t  =  0(5  1  une  fonction  arbitraire  d'une  seule  variable,  et  'i-1  la  ca- 
ractéristique de  la  fonction  inverse,  c'est-à-dire  telle  que 

z  =  o   i(0- 
Il  s'ensuit  que 

ç[<p-i(*)j=ï,        <?-»  [?(*)]=*■ 

Si,    dans  la  formule  (1),  nous   remplaçons   ^,,  «2,  ...,  i/„  par 

o(f/i  ),  9(112) ?(M«)>  el  s'  llol|s  écrivons 

(2)  <p    '[X,  ©(«!>  +  X2<p(«2)  +•••  -t-X«<p(w„)], 

il  est  bien  évidenl  que  cette  nouvelle  fonction  satisfera  encore  aux 
conditions  imposées;  car,  pour  x  =  ci/,  par  exemple,  la  quantité 
entre  parenthèses  se  réduira  à  ©(«*),  Sl  ',liMI  ([ll(>  m,,ls  "'irons 

Celle  remarque  s'applique  évidemment  à  toute  formule  d'inter- 
polation où  figurent  les  valeurs  données  ?/,,  u2<  •••  de  'a  fonction 
cherchée.  Ainsi,  Cauchy  (Analyse  algébrique,  Note  \  )  a  donné 
une  formule,  sous  forme  fractionnaire,  qui  peul  s'écrire 

_  V(_r,  ax,  it,,  .  .  .) 

/(./-,  uu  n,.  .  .  .) 

On  en  déduira  la  formule  beaucoup  plus  générale 

„ 1  ) ri-?-,  ?(«i),  ?(mj».  •••] | 

puisque  la  quantité  entre  crochets  se  réduil  à  <p(m*)  pour  x  =  ##; 
d'où 

K  =  <p     '  [cp(  «£  )J   =   If/,. 

Pour  nous  en  tenir  à  la  lormulc  de  Laerange,  nous  nous  borne- 


-  il)  - 

rons,  en   terminant,  à  indiquer  les   formules  suivantes,  résultant 


îles  hypothèses  tel  3 

2 


32,  \   S,    r-,   lz, 


(5) 
(6) 

(8) 
(9) 


».  =  y/\i  it  ï  h-  X,  m.?  -+- ... , 

U  =  (Xj  /«i  -+-  X2  \/«2  +  -  •  -)2| 

//  =  /(Xie".  -+-  X2e"»-f-. . .), 

K   _    gX,/M1  +  X5/Uj+... 

M?  —  I 


lll  -f-  I 


X, 


»•>-)- 1 


i-X, 


—     \-i 


On  comprend  tout  l'intérêt  qu'offre  cette  latitude  laissée  à  la 
forme  de  la  fonction,  el  qui  permet  de  faire  un  choix,  suivant  la 
nature  du  problème  qui  a  donné  naissance  à  la  question  d'interpo- 
lation qu'on  se  propose  de  résoudre. 


Sur  les  sections  circulaires  du  tore;  par  M.  E.  \  ecaire. 
Yvon  Villarceau  a  découverl   par  l'analyse  la   propriété  remar- 


Fie. 


quable  que  possèdent  les  plans  bitangents  au  tore  de  donner  des 
sections  circulaires. 

MM.  Rouché  el  de  Comberousse,  dans  leur  Traité  de  Géomé- 


fric,  oui   donné  de  ce   théorème  une  démonstration   synthétique 
qui  ne  laisse  pas  que  il  être  un  peu  compliquée.  Puisqu'il  ;i  pénétré 
ain,si  dans  la  Géométrie  classique,  peut-être  qu'une  démonstration 
plus  simple  offrira  quelque  intérêt. 
Soienl  : 

(  )  le  centre  de  tore  ; 

C  celui  d'une  section  méridienne  quelconque; 
XOY  la  trace  sur  le  plan  de  l'équaleur  d'un  plan  sécanl  qui  ren- 
contre celle  section  aux  points  M  et  JN . 

Dans  le>  triangles  MO),  i\C<),  qui  onl  l'un  el  l'autre  pour  cô- 
tés le  rayon  /'  du  méridien  et  le  rayon  OC  ==  d  du  cercle  moven, 
on   a 

siii  M  si n  \  d 

sinMOG  =  s  in  M  OC  =  r" 

Dans  les  trièdres  OXCM,  OYCM,  rectangles  suivant  l'arête  OC, 
on  a 

sinMOX        sinMOY  i 


sinMOG        sinMOC        sino 

en  désignanl   par  o  l'angle  sous  lequel  le  plan  sécant  \OM  ren- 
contre le  plan  de  l'équateur. 

Or,  si  ce  plan   sécanl   est    le  plan  bitangent,  on  a  précisément 

sin'j5  =  -.•  Donc  les  angles  M  el  N,  supplémentaires  l'un  de  l'autre, 

sont  respectivemem  égaux  à  MOX  et  à  MOY. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  MOX  est  aigu,  il  sera  égal  à  M,  et  MO\ 
sera  é<;al  à  N. 

Cela  étant,  portons  sur  XY,  de  part  et  d'autre  du  point  O,  les 
longueurs  OA  =  OB  =  /•;  les  triangles  MOA,  NOB  sont  respecti- 
vement égaux  à  OMC  et  à  OJNC,  et  leurs  côtés  MA  et  NB  sont  l'un 
et  l'autre  égaux  à  OC,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  peut  aisément,  pour  être  tout  à  fait  classique,  éviter  l'em- 
ploi de  la  Trigonométrie. 

D'un  point  D,  pris  arbitrairement  sur  OM,  abaissons  les  per- 
pendiculaires DF,  DF  sur  OC  et  sur  OX;  l'angle  DFE  =  cp  est, 
pour  le  plan  bitangent,  égal  à  l'angle  COG,  formé  avec  OC  par  la 
tangente  au  méridien,  el  les  triangles  rectangles  semblables  COG, 
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DFE  donnent 

DE  _  r_ 
DF  ~~  d 


D'aulre  part,  Il  étant  le  milieu  de  \IV  les  triangles  rectangles 
semblables  CIIO,  DEO  donnent 


En  multipliant  membre  à 


CH         d 

DE  "DO* 

membre,  i 

1  vient 

CH         /■ 

ETF  ~~  DÔ  ' 

ce  «jui  démontre  la  similitude  des  triangles  rectangles  MCH,  ODF, 
et  par  conséquent  l'égalité  «les  angles  O  et  M.  d'où  le  reste  de  la 
démonstration. 


Sur  la  réduction  des  fonctions  entières  algébriques; 

par  M .   \.-l".  Pellet. 

1 .  Soity(.r)  =  o  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers.  Si 
elle  est  irréductible  suivant  un  module  premier/?,  elle  est  irréduc- 
tible a  fortiori  algébriquement;  >i.  suivant  le  module  premier />, 
elle  se  décompose  en  deux  facteurs  irréductibles  de  degrés  u  et  v 
par  exemple,  elle  est  irréductible  algébriquement  ou  se  décompose 
en  deux  facteurs  de  degrés  u.  et  v.  irréductibles.  Ces  propositions 
permettent  souvent  de  reconnaître  si  une  équation  est  irréduc- 
tible, et.  dans  le  cas  contraire,  donnent  des  indications  précieuses 
sur  la  manière  dont  elle  peut  se  décomposer. 

Supposons  que  f(%)  =  o  >oii  irréductible  et  que  toutes  ses  ra- 
cines puissent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  l'une 
d'elles;  m  étani  le  degré  de  f{x)  et  x  une  racine  def(x)  =  o,  les 
autres  seronl  0,f./'i.  92(#) 0„,_  ,(./•).  ces  fonctions  8  étani  en- 
tières en  ./•  et  ayanl  pour  coefficients  des  nombres  commensura- 
Ides,  entiers  ou  fractionnaires.  Si  toutes  ces  fonctions  0  sont  dis- 
tinctes suivant  un  module  premier /;,  /'i ./  i  se  décompose  suivanl 
ce  module  en  facteurs  irréductibles  d'égal  degré.  Mais  il  n'en  est 
plus  ainsi  si  quelques-unes  des  fonctions  0  deviennent  égales  entre 
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elles  (mod/?),  ou  si  p  divise  le  dénominateur  de  quelques-uns  des 
coefficients  entranl  dans  les  fonctions  0. 
Soit,  dans  tous  les  cas, 

f(x)=fï(x)fï>(x)...f%*(x)     (mod/O, 

/'i  (.r),  f2(x),  . . .,  fk{&)  étant  des  fonctions  irréductibles  mod/?  et 
entrant  respectivement  //(,  /?«,  •••:  'H  fois  comme  facteurs  dans 
f(x),  suivant  le  tnod/?;  le  degré  de  f{x)  est  an  multiple  des  de- 
grés de  ft  (x),  f>(x),  . . . ,  fk(x)'  Eu  effet,  les  racines  de  la  con- 
gruenecy*)  (x)  =  o  (mod/?)  peuvent  être  représentées  par x,  'i'(^), 
<j;2(.r),  .  . .,  -^  H  (.r),  \x  étant  le  degré  de/,  (x),  <]>(#)  une  fonelion 
entière,  fy-(x)  représentant  '}['}(#)],  et  en  général 

La  fonction  'l(x)  est  congrue  suivant  le  module  />,  et  la  fonelion 
modulaire  f\{x)  à  l'une  des  fonctions  0,  soit  9(.  Le  plus  petit 
nombre  v,  tel  que  §\{x)  —  x  soit  divisible  par  f(x)  algébrique- 
ment, est  un  diviseur  de  /??,  degré  de  l'équation  f(x),  et  aussi  un 
multiple  de  u.;  donc  p.  est  un  diviseur  de  m. 

Revenant  au  cas  où  f(x)  =  o  est  une  équation  quelconque  à 
coefficients  entiers,  soit  F(p)  =  o  son  équation  résolvante.  Les 
racines  de  f(x)  =  o  s'expriment  rationnellement  en  fonction  d'une 
quelconque  des  racines  de  l'équation  F(<>)  — o.  Suivant  un  mo- 
dule quelconque  premier/?,  F(c)  se  décompose  en  facteurs  irré- 
ductibles dont  les  degrés  divisent  le  degré  de  F(e).  La  fonction 
résolvante  v  étant  convenablement  choisie,  chacune  des  racines  de 
la  congruence  f{x)  =  o  (mod/?)  peut  s'exprimer  en  fonction  en- 
tière des  racines  de  la  congruence  F(p)  =  o(mod/?);  les  degrés 
des  facteurs  de  f{x)  sont  donc  diviseurs  du  plus  petit  commun 
multiple  des  degrés  des  facteurs  de  F(e),  suivant  le  module  y?. 
Ainsi  : 

Le  degré  de  l'équation  résolvante  d'une  équation  à  coeffi- 
cients entiers  est  un  multiple  des  degrés  des  divers  facteurs 
irréductibles  en  lesquels  se  décompose  le  premier  membre  de 
l  équation  suivant  un  module  premier  quelconque. 

Par  exemple,  ./•''  —  x  -+- 1  est  irréductible  suivant  le  module  2; 
elle  admet,   suivant    le    module   3,    un   facteur  du    premier  degré 
xix.  \ 
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#  +  i,  et  un  autre  du  troisième  degré  x9 —  x2+x+i;  La  résol- 
vante  «le  l'équation  du  quatrième  degré  x'' —  .z-j-i  =  o,  ou  de 
l'équation  plus  générale  X(x''  —  x  +  i)  -+-  6f(x)  =  o,  A  étant  un 
nombre  premier  avec  b",  et  f{x)  un  polynôme  du  quatrième  degré 
à  coefficients  entiers,  est  donc  d'un  degré  égal  à  12  ou  24,  et  la 
résolution  de  cette  équation  exige  l'extraction  d'une  racine  cu- 
bique. 

D'après  un  théorème  de  Galois,  le  degré  de  l'équation  résol- 
vante d'une  équation  de  degré  premier,  irréductible,  mais  soluble 
par  radicaux,  est  diviseur  du  produit  p(p —  1),  p  étant  le  degré 
de  l'équation.  Il  en  résulte  qu'une  équation  de  degré  premier/?,  à 
coefficients  entiers,  el  irréductible,  n'est  pas  soluble  par  radicaux 
si  son  premier  membre  se  décompose,  suivant  certains  modules 
premiers,  en  facteurs  dont  le  degré  ne  divise  pas  p  —  1.  Ainsi, 
xh  —  x  H-  1  est  irréductible,  module  5;  suivant  le  module  2,  cette 
fonction  se  décompose  en  un  produit  de  deux  facteurs  irréducti- 
bles, de  degrés  2  et  3, 

x'°  —  x  -+-  1  =  (.r2-+-  x  -+- 1)  (x3-t-  37'-+-  1)         (  mod2); 

3  ne  divisant  pas  4i  nombre  auquel  se  réduit  ici  p  —  1,  l'équation 
xs —  x  -f-  1  =  o,  ou  l'équation  plus  générale 

A  (  x%  —  x  -+- 1)  -4-  i  o/(  x  ), 

A  étant  un  entier  premier  avec  10,  f(x)  un  polynôme  entier  du 
cinquième  degré  à  coefficients  entiers,  n'est  pas  soluble  par  radi- 
caux. 

2.  Le  théorème  suivant  peut  être  utile  dans  la  décomposition 
d'une  fonction  entière  en  facteurs  irréductibles  suivant  un  1110- 
dule  premier. 

Le  produit  A  îles  carrés  «les  différences  des  racines  d'une  équa- 
tion, irréductible  el  ahélienne,  /'(./•)  =  0,  est  un  carré  parfait  -i  le 
degré  de  l'équation  est  impair;  dans  le  cas  où  le  degré  «le  J\x  \  esl 
pair,  y/A  es1  une  quantité  irrationnelle. 

Nous  appelons  abéliennes,  suivant  M.  Kronecker,  les  équations 
irréductibles  donl   toutes  les  racines  peuvenl   -'exprimer  par./-. 

G(.r),  fJ -'(  ./ •  1.  .  .  .,  ù'"  '  <  ./•  ).  X  étanl  l'une  d'elles,  0  une  fonction  ra- 
tionnelle. ///  le  degré  <!<•  l'équation. 


(  lonsidérons  le  produit 

(,)  I-;  j»    "Pjj   (j  i[è*(«)       8/(3;)], 

.r  étant  L'une  des  racines  de  _/"(./•)  =  o.  Il  acquiert  <Ich\  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires,  si  m  esl  pair,  lorsqu'on  substitue 
0(#)  ;i  .r;  nu  contraire,  si  m  est  impair,  il  ne  change  pas  par  la 
substitution  de  Q(#)  à  .r.  Doue,  dans  le  premier  cas,  l'équation 
y- —  A  =  o,  qui  admet  pour  racine  le  produit  (  i  ),  esl  irréductible  ; 
dans  le  second  cas,  lorsque  ///  est  impair,  r- —  A  se  décompose  en 
un  produit  de  deux  facteurs  rationnels. 

Une  congruence  irréductible  siii\;mi  un  module  premier  est 
analogue  à  une  équation  abélienne;  son  A  sera  résidu  quadratique 
si  le  degré  de  la  congruence  est  impair,  et  non-résidu  quadratique 
si  son  degré  est  pair.  Plus  généralement,  soit  f(x)  =  o(mod/?) 
une  congruence  n'ayant  pas  de  racines  égales,  on  a 

A  s=  «2o1o2o3. .  .  S/,-         (mod/?), 

a  étant  un  nombre  entier,  o^  o2,  . .  ■■,  o^  les  valeurs  de  A  corres- 
pondant aux  divers  facteurs  irréductibles  de  f{x).  11  en  résulte 
que  A  est  non-résidu  quadratique  (mod/?),  si  f(x)  admet  un 
nombre  impair  de  facteurs  irréductibles  de  degré  pair;  A  est  au 
contraire  résidu  quadratique  (mod/?),  si  f{x)  n'admet  pas  de  fac- 
teur irréductible  de  degré  pair  ou  en  admet  un  nombre  pair. 

Ainsi,  une  congruence  du  quatrième  degré,  n'ayant  pus  de  ra- 
cine réelle,  (mod/?),  sera  irréductible  si  son  A  est  non-résidu 
quadratique;  et  une  congruence  du  cinquième  degré,  n'ayant  pas 
de  racine  réelle,  sera  irréductible  si  son  A  est  résidu  quadratique. 

Exemple.  —  Soit  la  fonction 

f(x)  =  x6 —  \ix^-\-  §oxk+  i23.z2-f-  4567.2?  —  89012 

considérée  par  Fourier  et  Scrret. 

On  a 

f{x)  ==  x(x  —  1)  (a?*  -+-  3x3 —  3)         (mod 7). 

Le  A  de  la  congruence  X*-\~Sx3 —  3  =  o(mod7),  laquelle  n'a 
pas  de  racine  réelle,  est  congru  à  — 2,  à  un  facteur  quadratique 
près;  ■ — 2  étant  non-résidu  quadratique  (mod-),  x''-\-Sx  —  3  est 
irréductible  suivant  ce  module  7. 

f(x),  réduit  à  l'aide  de  x'1 —  1  =  o(mod5),  devient  — ■  .r- —  2. 
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et  la  congruence  x--\-  i  =  o  (mod5)  n'a  pas  de  racine  réelle; 
y(  x)  =  o  n'admet  donc  pas  déracine  commensurable,  cl  ne  peul 
algébriquement  se  ramener  qu'à  deux  équations,  l'une  du  qua- 
trième degré,  l'autre  du  deuxième,  si  elle  n'est  pas  irréductible. 
Nous  allons  voir  que  f(x)  n'admet  pas  de  facteur  du  deuxième 
degré  (modo);  il  en  résultera  que  f(x)  est  irréductible  algébri- 
quement. En  efTet,  x2-\-x  -+-  i  =  o(mod5)  est  irréductible.  Soit  i 
une  de  ses  racines;  on  a 

f(ai-\-b)  =  ia(a  —  2è  +  2)t  +  3a'-  —  b- —  ab  -+-  ia  —  2         (modo), 

en  remarquant  que  (ai  -\-  b)5  =  —  ai  -+-  b  —  a  (modo)  ;  a  et  b  sont 
des  nombres  réels.  Pour  que  f(ai-+-  b)  =  o  (modo),  il  faut  qu'on 
ait  simultanément 

a  —  ib -h  1=  o,         3<22 — b- —  a  b  -+-•?.  a  —  2  =  0         (mod5); 

d'où,  par  l'élimination  de  a, 

b- — 26  —  1  =  0         (mod5); 

or  cette  congruenec  n'a  pas  de  racine  réelle. 

Suivant  le  module  1  i,f(x)  est  congrue  à  x(xr' —  xk  -f-  ox*  +  i). 
La  fonction  x3 — x'' -\-  5x3-\-  2  n'a  pas  de  racine  réelle,  et  son  A 
est  résidu  quadratique  (mod  1 1);  elle  est  donc  irréductible  suivant 
ce  module.  L'équation  f(x)  =  o  est  donc  irréductible,  et  le  degré 
de  son  équation  résolvante  est  divisible  par  4,  5  et  3,  c'est-à-dire 
par  60. 


Quelques  for  nui  les  relatives  aux  fonctions  hyperboliques; 
par  M.  C.-A.  Laisant. 

Lorsque  deux  variables,  x  et  r,  sont  Liées  par  la  relation 
(  1)  sina"  =  Tli  r. 

x  est  dite  amplitude  hyperbolique  de  y\  et,  réciproquement,  on 
appelle  r,  d'après  Gudermann,  longueur  de  ./■. 
Cette  relation  (1)  entraîne  les  suivantes  : 

l  ■  1  lang.r  =  Slij', 

1  : 1  ,  .,,-/■      Séch  )■  =  -r, —  • 

u.» 


dx  ,  dy 

dy  =  ,  dx  =  — f— 

cos  X  ('I'/ 
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On  a  aussi 

(4)  tang=    =Th 

La  formule  (3)  peut  s'écrire 

cos.r  Ghj'  =  i, 
et  l'on  en  tire,  par  différent!  ation, 

—  sin  x  QA\y  dx  -+-  cosa?  Shy  rfy  =  o, 
c'est-à-dire,  en  vertu  des  relations  précédentes, 

dy        sinarChy  i  _. 

(5)  -f-  = ëîr-=  =  Chy. 

«j7        cos.r  Snj'        cosa? 

Par  conséquent, 
Intégrant, 

(7)  J^  =  *  =  Amhy. 

D'ordinaire,  on  écrit  la  première  de  ces  deux  intégrales  sous  la 
forme  plus  compliquée 

logtangQ 

La  relation  (5)  peut  encore  s'écrire 

dy        S  h y  _  tani;.' 
dx  —  sin  a?         Th^y 
Donc 

(8)  r dx  =  c dy , 

J    sina-      J    Shy' 

(9)  j  tango:  dx  =  I  Thy  c/y. 

L'emploi  de  la  valeur  s,  introduite  dans  la  formule  (4)  ci-des- 
sus,  permet  de  donner  aux  intégrales  qui  précèdent  les  formes 


T.          X\ 

OU 

X 

cos- 

.    x 

■+•  sin  - 

•1 

S             X 

cos  - 
1 

.      X 

—  sin  - 
2 

-  oi  - 

très  simples 

f  dx         r  dy 
J  ans     J    Shy 

I  tan  g  x  dx  =  /  Th^  dy  —  log —  i 

/'  dx  T\  C  clY 

I  =  1  arg  1  h  z,  I  -~—  =  2  arc  tang z. 

J  cosx  J  Ghy 

Il  va  de  soi  que  les  diverses  intégrales  ci-dessus  doivent  être 
prises  entre  les  mêmes  limites  correspondantes  pour  que  les  for- 
mules soient  valables. 


COMPTES    RENDUS    DES    SÉANCES. 

SÉANCE   DU   l    MARS    1891. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  représentation  graphique,  des  équa- 
tions à  quatre  variables. 

M.  Fouret  :  Sur  le  centre  des  moyennes  distances  de  plu- 
sieurs points. 

M.  Humbert  présente  quelques  observations  à  propos  de  celte 
Communication. 

M.  Carvallo  :  Sur  la  démonstration  du  théorème  de  d'Alem- 
bert. 

M.  Collignon  présente  deux  tableaux  graphiques  donnant,  l'un 
la  ilistancc  de  deux  points  sur  la  sphère,  l'autre  la  résolution  des 
triangles  rectilignes. 

M.  K.œnigs  :  Interprétation  géométrique  d' 'une  forme  don- 
nera l'intégrale  de  l'équation  d'Euler. 

M.  Humbert  :  Génération  des  courbes  algébriques  tracées 
sur  la  surface  de  Kummer. 

M.  I»uty  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  surfaces  moulures  dont  les  lignes  d'égale  courbure 
sont  parallèles. 

Je  \;ns  montrer  que  toute  surface  mouline,  dont  les  lignes 


—   ;>.>   — 

d'égale  courbure  sont  parallèles,  a  pour  élément  linéaire 

ds*=  du* -h  (ea'< \   dv*. 

Pour  (|uc  les  courbes  d'une  famille  <B  =  const.,  Iracécs  sur  une 
surface  d'élément  linéaire 

ds*  =  E  du%  -4-  2  F  du  dv  -+-  G  dv^y 

soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit,  comme  on  sail,  que  le  para- 
mètre différentiel 

_  G?;,8  — ?. F ?'„?'„  h- E?;,* 
A?_  '  EG  -  F* 

soit  une  fonction  de  cp.  Appliquons  cette  règle  aux  surfaces  mou- 
lures; pour  ces  surfaces,  on  a 

R  =  i,         F  =  o,         G  =  (U  — V)2. 

Leur  courbure   totale,   que  je  représente  par  —  -■>  est  donnée 

par  la  formule  connue 

<p  -  ^g     d^~    :"U-V 

Nous  avons  donc  pour  équation  des  lignes  d'égale  courbure 

U  — V 


U" 


const. 


et  nous   supposerons  la  dérivée  U"  essentiellement   différente  de 
zéro,  afin  d'exclure  les  surfaces  développables. 

Calculons  le  paramètre  différentiel  A©,  en  ayant  soin  d'y  rem- 
placer partout  U  — V  par  le  produit  çU"  ;  nous  trouvons 

cp;;      (u'  —  cpU'")2       V'2 

Pour  exprimer  que  Acp  est  une  fonction  de  cp,  nous  égalerons  à 
zéro  le  déterminant  fonctionnel  r^'v^u — tfu^v)  dans  lequel  nous 
pourrons  évidemment  remplacer  les  dérivées  A^  et  A(',  par  les  va- 
leurs plus  simples  (A'H),  (A[,),  qu'elles  prennent  lorsqu'on  les  cal- 
cule en  considérant  co  comme  constant,  savoir  : 


(*u) 


/U'V         /U'"N'"|       4U'"  V'2  aV'V* 

\w>)  ~<f\w)  J~  ïpr ipT'      ' A-'-  ^r 
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On   trouve  ainsi,  en  remplaçant  cp'   el  tp'  par  Leurs  valeurs,  une 
équation  qui  peut  s'écrire 


(u"-9u«)[u-v.+  u-.  (£)>_«•»(«-;)>] 


iU"V'1. 


(.  esl  L'équation  qui  va  nous  déterminer  les  fonctions  U  et  V. 
Pour  la  résoudre,  nous  prendrons  V  comme  variable  au  lieu  de  v ; 
il  suffira  de  remplacer  V  par  une  fonction  V(  de  V  et  V"  par  V4  V',, 
\  (  étant  la  dérivée  de  V,  par  rapport  à  V.  Il  vient  ainsi 

Je  dis  d'abord  qu'on  doit  supposer  W^éo.  Soit,  en  effet, 
{]'"=  o;  la  dérivée  U"  sera  une  constante  a.  différente  de  zéro,  et 
l'équation  deviendra 

l   [V^'t-j-aCU  —  V)2]  =  o, 

ce  qui  exige  U'=o,  solution  à  rejeter  comme  entraînant  bhypo- 

I  In'  m-  exclue  h"  —  o. 

Cela  posé,  je  dis  que  l'expression 

UU'"—  U'U" 


m'  réduit  à  une  constante.  En  effet,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  en  attri- 
buant à  la  variable  V  la  succession  des  valeurs  que  prend  cette 
expression  quand  u  varie,  on  annulera  le  premier  membre  de 
notre  équation;  par  suite,  la  fonction  V,  =  V  sera  identiquement 
nulle,  ce  que  nous  ne  supposons  pas,  L'hypothèse  V=const.  ré- 
duisant les  moulures  à  des  surfaces  de  réduction.  11  y  a  plus;  on 
peut  faire  y  =  o.  Car  la  formule  précédente  peut  s'écrire 

(l—Vlt"   —  Il  "=o, 

el  bon  voil  qu'il  suffit  de  remplacer  U  par  U  -f-  y  et  V  par  \  -t-  y,  ce 
qui  ne  change  pasl'élémenl  Linéaire,  pour  être  en  droit  de  supposer 
y  =  o.  Mais  l'évanouissement  de  y  exprime  que  la  dérivée  1  est 
dans  un  rapport  constant  avec  la  fonction  l  .  Cette  hypothèse 

U"=a*l  . 
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introduite  dans  L'équation  (i),  La  réduit  à 

(2)  V*(U-V)*(^Y  =  V1(2V1-W1 

Il  suflii  maintenant  de  faire  V=U  pour  voir  que  le  second 
membre  est  identiquement  nul;  comme  Y  ,  ne  l'est  pas,  il  reste 

Ya-  1 
v,     v" 

L' intégration  donne  successivement 

V2  b 

v,  =  v'=-4-,       v=  — -—  , 

b  v  —  v0 

en  désignant  par  b  et  c0  deux  constantes  arbitraires,  dont  la  der- 
nière peut  être  supposée  nulle.  Mais,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (2)  étant  nul,  le  premier  l'est  aussi;  donc  la  dérivée  loga- 
rithmique U' !  U  est  une  constante.  On  a  donc  U  =  ea{H~"a\  et, 
comme  l'arbitraire  u0  peut  être  supposée  nulle,  il  reste 

n      _.  b 

U  —  V  =  eau 

v 

ce  qui  démontre  notre  théorème. 

Les  moulures  que  nous  venons  de  déterminer  sont  celles  que 
M.  Dini  a  trouvées  (Giornale  di  Matematica,  p.  65;  1 865)  en 
cherchant  toutes  les  moulures  qui  s'appliquent  sur  des  surfaces  de 
révolution,  de  telle  manière  que  leurs  profils  viennent  coïncider 
avec  des  géodésiques  sur  lesquelles  des  arcs  égaux  soient  intercep- 
tés par  des  courbes  dont  chacune  coupe  ces  géodésiques  sous  le 
même  angle.  Elles  sont  engendrées  par  des  tractrices  allongées  ou 
raccourcies  dont  le  plan  roule  sur  un  cylindre  convenable,  la  gé- 
nératrice de  contact  étant  la  base  de  la  courbe. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute  moulure  à  lignes  d'égale 
courbure  parallèles  est  applicable  sur  une  surface  de  révolution. 


SÉANCE   DU   18  MARS    1891. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    COLLIGXOX. 

Elections  :  M.  Fauquembergue,  présenté  par  MM.  Picquct  ei 
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Humbcrt;  MM.  Lery  et  Guimaraes,  présentés  par  MM.  Collignon 
et  d'Ocagne,  sont  élus  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  présente  un  abaque  faisant  connaître  la  distance  de 
deux  points  sur  une  sphère,  en  fonction  de  leurs  latitudes  et  de  la 
différence  de  leurs  longitudes,  et  qui  peut  être  considéré  comme 
transformé  de  celui  que  M.  Collignon  a  présenté  dans  la  dernière 
séance. 

M.  Antomari  :  Sur  V extension  aux  courbes  gauches  de  la 
notion  des  diamètres  de  Newton. 

M.  Fouret  présente  quelques  observations  sur  le  même  sujet. 

M.  Fouret  fait  la  communication  suivante  : 

Sur  les  congruences  de  droites  du  premier  ordre 
et  de  la  première  classe. 

1.  Suivant  une  dénomination  proposée  par  Pliicker  et  géné- 
ralement adoptée,  on  désigne,  sous  le  nom  de  congruence  de 
droites  du  mième  ordre  et  de  la  nième  classe,  un  ensemble  de 
droites,  en  nombre  doublement  infini,  remplissant  l'espace,  telles 
qu'il  y  en  ait  m  passant  par  un  point  arbitraire  et  n  contenues 
dans  un  plan  arbitraire. 

En  partant  de  celte  définition,  nous  allons  démontrer,  avec  une 
extrême  simplicité,  que  les  droites  d'une  congruence  du  premier 
ordre  et  de  la  première  classe  rencontrent  deux  mêmes  droites , 
non  situées  dans  un  même  plan.  Ce  théorème  est  bien  connu; 
mais,  en  raison  de  son  importance,  il  y  a  peut-être  quelque  in- 
térêt à  y  parvenir  par  une  voie  plus  directe  que  celles  habituelle- 
ment suivies. 

Nous  ferons  usage  d'une  remarque  qui  s'applique  utilement 
dans  d'autres  circonstances  semblables,  et  qui  consiste  en  ce  que, 
si  des  surfaces  algébriques  d'un  même  degré,  en  nombre  sim- 
plement in/ini,  sont  telles  que,  par  tout  point  pris  arbitraire- 
ment, il  en  passe  une  et  une  seule,  ces  surfaces  forment  un 
faisceau  ponctuel  (  '  ). 

O  l  ne  remarque  analogue  s'applique  à  des  courbes  algébriques  situées  dans 
un  même  plan. 
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En  efFel,  ces  surfaces  sont  définies  par  une  même  équation, 
renfermant  un  paramètre  variable.  La  substitution,  dans  celte 
équation,  dos  coordonnées  d'un  point  arbitraire  devant  donner  lieu 
à  une  valeur  unique  de  ce  paramètre,  celui-ci  doit  entrer  linéaire- 
ment dans  l'équation. 

2.  Nous  allons  maintenant  démontrer  deux  théorèmes  prélimi- 
naires sur  les  congruences  du  premier  ordre  et  de  la  première 
classe,  que  nous  appellerons  abréviativement   congruences  (1,1). 

Théorème  I.  —  Les  droites  d'une  congruence  (i,  i),  qui  ren- 
contrent une  même  droite  fixe  arbitraire,  forment  une  qua- 
drique. 

Par  la  droite  fixe  D  faisons  passer  un  plan  quelconque.  Ce  plan 
contient  une  droite  de  la  congruence,  et  une  seule,  qui  fait  partie 
de  la  section  par  le  plan  de  la  surface  engendrée.  Cette  section  est 
complétée  par  la  droite  D,  qui  est  une  ligne  simple  de  la  surface, 
puisque,  par  chaque  point  de  D,  il  passe  une  droite  et  une  seule  de 
la  congruence.  La  surface  est  donc  coupée  par  un  plan  quel- 
conque passant  par  D,  suivant  deux  droites  :  c'est  par  conséquent 
une  quadrique. 

Théorème  II.  —  Les  diverses  quadriques  engendrées  par  les 
droites  d'une  congruence  (i,  i),  qui  s'appuient  sur  des  droites 
d'un  même  plan  concourant  en  un  même  point,  contiennent 
un  même  quadrilatère  gauche. 

Considérons  un  faisceau  de  droites  D,  concourant  en  un  même 
point/?  et  contenues  dans  un  même  plan  (P).  Chaque  droite  D 
donne  lieu  à  une  quadrique  (S)  engendrée  par  les  droites  de  la 
congruence  qui  la  rencontrent.  Par  tout  point  a  pris  arbitraire- 
ment passe  une  des  quadriques  (S)  et  une  seule.  Par  ce  point,  en 
effet,  passe  une  droite  L  et  une  seule  de  la  congruence,  à  laquelle 
correspond  une  des  droites  D,  celle  qui  joint  le  point  p  à  la  trace 
de  L  sur  le  plan  (P),  et  à  celte  droite  D  correspond  une  des  qua- 
driques (S),  la  seule  qui  passe  par  le  point  a.  Donc,  en  vertu 
d'une  remarque  faite  au  début  de  cette  Note,  les  quadriques  (S) 
forment  un  faisceau  ponctuel. 

D'autre  part,  toutes  ces  quadriques  (S)  ont  en  commun  deux 
droites  de  la  congruence  :  celle  qui  passe  par  le  point  p  et  celle  qui 
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est  contenue  dans  le  plan  (P),  puisque  ces  deux  droites  rencon- 
trent toutes  les  droites  D.  L'intersection  commune  des  quadriques 
(S)  comprend  ainsi  deux  droites,  qui,  appartenant  à  la  con- 
gruence, ne  peuvent  être  dans  un  même  plan.  Par  suite,  d'après 
une  proposition  bien  connue,  le  complément  de  cette  intersection 
est  formé  de  deux  autres  droites  A  et  A',  réelles  ou  imaginaires 
conjuguées,  s'appuyant  sur  les  deux  premières,  c'est-à-dire  for- 
mant avec  elles  un  quadrilatère  gauche. 

3.  Il  n'y  a  qu'un  mot  à  dire,  pour  déduire  de  ce  qui  précède  le 
théorème  qui  fait  l'objet  principal  de  cetlc  Note,  à  savoir  : 

Théorème  III.  —  Les  droites  d'une  congruence  (1,1)  rencon- 
trent deux  mêmes  droites. 

En  effet,  toutes  les  droites  de  la  congruence,  qui  servent  à  en- 
gendrer les  quadriques  (S),  considérées  dans  la  démonstration  du 
théorème  II,  rencontrent  les  deux  droites  A  et  A',  ces  droites  A 
et  A'  étant,  sur  chaque  surface  (S),  des  génératrices  d'un  système 
autre  que  celui  des  génératrices  formées  par  les  droites  de  la  con- 
gruence. Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  toutes  les  droites  de 
la  congruence  concourent  à  engendrer  les  quadriques  (S).  Con- 
sidérons, en  effet,  une  quelconque  de  ces  droites  L;  elle  est  ren- 
contrée par  une  droite  D  passant  par  le  point  p  et  située  dans  le 
plan  (P),  et  celte  droite  D  sert  à  engendrer  une  quadrique  (S) 
qui  contient  L.  Donc  toute  droite  L  de  la  congruence  s'appuie 
sur  les  deux  droites  A  et  A'. 

4.  On  peut  déduire  de  là,  comme  conséquence  immédiate,  un 
beau  théorème,  bien  connu,  sur  les  déplacements  à  deux  para- 
mètres d'un  solide  invariable,  qui  a  été  établi  pour  la  première 
fois  par  Schonemann  et  auquel  M.  Mannhcim,  par  ses  travaux,  a 
donné  une  portée  considérable. 

Ce  théorème  consiste  en  ce  que  les  normales  aux  surfaces 
trajectoires  des  points  d'un  solide  invariable,  pour  chaque 
position  de  ce  solide,  s'appuient  sur  deux  mêmes  droites. 

Montrons  que  ces  normales  forment  une  eongruenec  (i,  i)  :  la 

proposition  en  résultera.  Or,  en  premier  heu.  par  chaque  j I  de 

l'espace,  considéré  comme  appartenant  au  solide,  passe  une  telle 
droite,  la  normale  a    la  surface  décrite  par  ce   point.  D'autre  part, 
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dans  le  cas  général,  deux  pareilles  normales  N,  N'  ne  peuvent  se 
rencontrer.  Supposons  en  effet  qu'elles  se  rencontrent  en  un  cer- 
tain poini  i.  Ou  bien  ce  point  sera  fixe,  aux  infiniment  petits  prè> 
d'ordre  supérieur,  el  alors  toutes  les  normales  iront  y  concourir, 
ce  qui  correspond  à  un  cas  particulier  el  exceptionnel  du  théorème. 
Ou  bien  le  point  i  sera  mobile;  mais,  dans  cette  hypothèse,  deux 
points  du  solide,  respectivement  situés  sur  N  et  sur  N',  décriront 
•  1rs  surfaces  parallèles  à  la  surface  décrite  par  i",  ce  qui  entraîne  la 
coïncidence  des  normales  N  et  N'.  D'ailleurs,  deux  normales  N 
et  N'  ne  pouvant  avoir  un  point  commun,  quelque  éloigné  qu'on 
le  suppose,  ne  peuvent  pas  non  plus  être  parallèles. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  d'une 
normale  passant  par  un  point  quelconque,  ni  plus  d'une  normale 
contenue  dans  un  plan  quelconque.  Ces  normales  forment  donc 
bien  une  congruence  (1,1),  et,  par  conséquent,  d'après  le  théo- 
rème III,  elles  s'appuient  sur  deux  mêmes  droites. 

M.  Emile  Picard  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  le  théorème  général  relatif  à   l'existence  des  intégral** 
des  équations  différentielles  ordinaires. 

Dans  mon  Mémoire  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
{Journal  de  Mathématiques ,  1890),  j'ai  proposé  incidemment 
une  démonstration  nouvelle  et  extrêmement  simple  pour  établir 
l'existence  des  intégrales  des  équations  différentielles  ordinaires. 
M' étant  borné  à  l'équation  du  premier  ordre,  que  j'ai  d'ailleurs 
traitée  très  rapidement,  je  ne  crois  pas  inutile  d'exposer  ici  cette 
démonstration  d'une  manière  complète  el.  dans  toute  sa  généra- 
lité. 

1.   Envisageons  le  système  des  m  équations  du  premier  ordre 

—    =   /,  (T.  Il,  V,    ...,  W), 

dv 

—  =  y,,./-.  u,v w), 


=  /m(.r,  u,  V,  .  ..,  w). 


tl.r 
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Les  fonctions  /  sont  des  fonctions  continues  réelles  des  quan- 
tités réelles  .r,  */,  e,  .. .,  w  dans  le  voisinage  de  x0,  m„,  v0,  . . .,  (V0. 
Elles  sont  définies  quand  x,  u,  e,  ...,  w  restent  respectivement 
compris  dans  les  intervalles 

{x0— a,  a?o-H#), 
(uo—b,  u0-*-b), 
(v0—b,      v0-+-b), 

•••••• ? 

(w0  —  6,     w0-+-6), 

rt  et  b  désignant  deux  grandeurs  positives. 

De  plus,  on  suppose  que  Ton  puisse  déterminer  m  quantités  po- 
sitives A,  B,  . . .,  L,  telles  que 

\f{x,  iï,v',  . ..,«»')—/(  x,  «,  e,  . ..,  w)  | 

<  A.|  u'  —  u  |  -r-  B.|  v  —  p|+...-f-L.|w' —  w\ 

(où  |  a  |  désigne,  suivant  l'usage,  la  valeur  absolue  de  a),  x  ainsi 
que  les  m,  p,  ...,  w  restant  dans  les  intervalles  indiqués.  Il  en 
sera  évidemment  ainsi,  en  particulier,  si  les  fonctions  f  ont  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  restant  finies,  par  rapport 
à  u,  p,  . . .,  w. 

Ces  hypothèses  très  générales  étant  faites,  on  veut  démontrer 
qu'zV  existe  des  fonctions  u,  r,  ...,  w  de  x,  continues  dans  le 
voisinage  de  x0,  satisfaisant  aux  équations  différentielles  et 
se  réduisant  respectivement,  pour  x  =  x0,  à  u0,  c0,  . . .,  <*v 

2.  Nous  procéderons  par  approximations  successives.  Considé- 
rons d'abord  le  système 

-j^  =f\{x,  Ko,  0o,  ...,Wo),         ■••■>         -fa   =fm{at,  «o,  0o ("o), 

nous  en  tirons,  par  quadratures,  les  fonctions  //,,  r,,  ...,  tv,,  en 
les  déterminant  de  manière  qu'elles  prennent  pour  ./',>  les  va- 
leurs w0,  r w0.  On  forme  ensuite  les  équations 

dut        ,  .                           .                        dw%  . 

-r- =/i (#»«!»  0i,  •••,t*'i)>        •••>         -fa*  =/«(a7»  Mi,0i u'i)' 

et  l'on  détermine  j/j,  r2 t\2  par  la  condition  qu'elles  pren- 
nent respectivement  pour  ./•„  les  valeurs  //„.  r„,  ....  ir„.  On  con- 
tinue  ainsi  indéfiniment.  Les   lonet  ions  //,„  _{,  vm   ,,...,  n-'/H_i  se- 
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ront  liées  aux  suivantes  u,,n  vm  .  . .,  w,n  par  les  relations 


C?W,„  , 

—  Jin\&i  um—lt  vm  —  \t  •  •  •>  l^/«— W) 


Ct ,  pour  x  =  x0,  on  a 

um=  u0,     rm=i>„,     ...,     wm=w0. 

Nous  allons  établir  que,  m  augmentant  indéfiniment,  //„,,  c„M  ..., 
wm  tendent  vers  des  limites  qui  représentent  les  intégrales 
cherchées,  pourvu  que  x  reste  suffisamment  voisin  de  x0. 

Soit  M  la  valeur  absolue  maxima  des  fonctions  y,  quand  les  va- 
riables dont  elles  dépendent  restent  dans  les  limites  indiquées. 
Désignons  par  p  une  quantité  au  plus  égale  à  a  :  si  x  reste  dans 
l'intervalle  (xt} —  p,  <r0+  p),  on  aura 

|  «i  —  «o  |  <  Mp,         . . . ,        |  wj  —  wQ  |  <  M  p. 

Par  suite,  si  Mo  <  &,  les  quantités  u,,  vt,  ..  .,  <*>,  resteront  dans 
les  limites  voulues,  et  il  est  évident  qu'alors  il  en  sera  de  même 
pour  tous  les  autres  systèmes  de  valeurs  u,  ç>,  . ..,  w.  Désignant 
par  ô  une  quantité  au  plus  égale  à  p,  nous  allons  supposer  que  x 
reste  dans  l'intervalle  (x{)  —  o,  x{)-\-  o). 

En  posant 

um  —  Um-i  =  U,„,         . . . ,         w,„  —  Wm-i  =  W„„ 
on  peut  écrire 
dU, 


(m=  'i,  ...,  x). 


-  /,  (x,  U,n-i,  ...,  Wm-l)  —  /l  <>>  M/w_2,  •••,  W/»-î) 
—t—   =fm(X,  Utn-l,  ■■■,  W/»-l)  —fm(&,  Um-2,  ■■■,  »ffl-î) 

Or  on  a 

|Ui|<M8,        ...,        |W,|<Mo. 

Les  équations  précédentes,  pour  /??  =  2,  démontrent  que  |  U2 1, 

|  Vo  |,  . .  . ,  |  W2  I  sont  inférieurs  à 

(A  +  B+...  +  L)MS*, 
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et,    d'une   manière   générale,   de  proche    en   proche,   on   \oil   que 
|  Um  |,  . .  . ,  |  W/M  |  sont  inférieurs  à 

Mo(A  +  B+...+  L)'«-1o'»-». 
Or 

um  =  «o+  Ui-h  U2-h.  ..-4-  U/n; 

par  suite,  um,  vm,  .  . .,  wm  tendront  vers  une  limite,  si 

(A-+-B  +  ...-+-  L)o  <  i. 

En  prenant  o  assez  petit,  cette  condition  sera  vérifiée.  Nous 
voyons  donc  que  um,  vm,  . . .,  Wm  tendront  vers  des  limites  déter- 
minées m,  v,  ...,  w,  fonctions  continues  de  x  dans  l'intervalle 
(x0 —  8,  x0-\-  S),  ô  étant  la  plus  petite  des  trois  quantités 

b  i 

a,     tt' 


M       A  +  B  + . . .  -i-  L  ' 

//,  c,  . . .,  \v  seront  représentées  par  des  séries  qui  convergent  à  la 
manière  d'une  progression  géométrique  décroissante. 
On  a  d'ailleurs 

"m  =   f       f\  (X,  Um-u  .  .  .  ,  Wm-i  )  dx  -+-  U0, 

et,  puisque  les  um,  vm,  . . .,  wm  diffèrent  de  leurs  limites  d'aussi  peu 
qu'on  veut,  pour  m  assez  grand,  quel  que  soit  x  dans  l'intervalle 
indiqué,  on  aura,  à  la  limite 

u=  I     fi(x,  u,  v,  . . .,  w)dx  -h  u0; 
el .  par  suite, 

dx 


■7-  =fiir,u,  v,  ...,  w), 


el  <!<•  même  pour  l<  s  autres  équations.  Les  jonctions  u.  r.  ...,  w 
sa///  (h, ne  les  intégrales  cherchées. 
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SÉANCE    DU    I"    AVIUL    1891. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COLMGNON . 

(  '  ommunicalions  : 

M.  Fouret  :  Sttr  l'extension  donnée  par  Poncelet  à  la  notion 

de  diamètres  de  Newton. 

M.  Fouret  :  Sur  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des 
carrés  des  longueurs  des  normales  menées  de  l'un  d'au-  à  une 
courbe  gauche  algébrique,  soit  constante. 

M.  Beghin  présente  quelques  observations  sur  le  même  sujet. 

M .  Kobb  :  Sur  les  maxima  et  minima  de  certaines  intégrales. 

M.  Raffï  lait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  déformation  des  surfaces  spirales. 

1.  Le  problème  dont  je  vais  d'abord  indiquer  la  solution  est  le 
suivant  : 

Étant  donné  un  élément  linéaire,  exprimé  au  moyen  de 
variables  quelconques,  reconnaître  s'il  existe  des  spirales 
admettant  cet  é le ment  linéaire. 

Voici  comment  on  devra  procéder.  Sauf  pour  la  courbure  totale, 
(pie  je  représente  par  —  2e9,  j'emploie,  pour  les  paramètres  diffé- 
rentiels, les  notations  qu'on  trouvera  définies  dans  la  Théorie  des 
surfaces  de  M.  Darboux  (Livre  VII,  Cbap.  I). 

Pour  reconnaître  si  un  élément  linéaire,  don  ta''  sous  une 
forme  quelconque,  convient  à  des  spirales,  ou  calculera  la 
courbure  totale  —  2e9  (qui  ne  peut  être  constante  sans  être 
nulle)  et  l'on  formera  l'invariant  r^AQ. 

S'il  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  on  formera  les  deu.c 

invariants 

h  (  c-OaO,  0)  A2(e-QA6  |  _ 

"  A  i  ^-0A0)    '  ~Me-b  AÔ1  ' 

chacun  d'eux  devra  être  u ne  fonction  de  e~'>±1). 

Si  l'invariant  e~  fJA0  est  constant,  on  calculera  l' invariant 
e~8A29.  Si  ce  dernier  est  constant  aussi,  l'élément  linéaire 
donné  convient  et  des  spirales  en  même  temps  qu'à  des  surfaces 


Gli 


de  révolution.  Si  l'invariant  <■  fjAoO  n 'est  pas  constant,  on  for- 
mera 

6(e-6A2e,  e  i 

A(e-8Â7ÔT  ' 

cl  ce  nouvel  invariant  devra  cire  une  fonction  de  e~*A2B. 

Je  ne  donnerai  pas  ici  la  démonstration  de  celle  règle,  parce 
qu'elle  exigerait  quelques  développements.  Je  me  bornerai  à  faire 
remarquer  qu'en  égalant  à  zéro  les  deux  invariants  9(e  rjA0,  0  >  el 

0(<?~9Ao,  0)  on  aurait  les  caractères  spécifiques  des  surfaces  appli- 
cables sur  les  surfaces  de  révolution. 

2.  Ce  qui  précède  conduit  à  chercher  les  éléments  linéaires 
qui  conviennent  à  la  fois  à  des  spirales  et  à  des  surfaces  de  révo- 
lution. 

Pour  qu'un  élément  linéaire  eM  dx  dy  soit  réductible  à  la  forme 

ds2  =  e-i{x'-y']  e-rït'"  +0  '  ><"■>■' +.v">d.r'  dy' , 

qui  convient  aux  spirales,  il  faut  el    il  suffit  qu'après  un  change 
nient  de  variables  approprié 

j  -         dx  .  ,         dy 

;<•'•»  v(y) 

on  ail  identiquement 

t»)  -+-  log£  -4-  logï)  = — /(  x' —  y'  )  -+-  fT(x'  -h  y'  >dt  ./■'        i •'  i. 

Pour  éliminer  la  fonction  inconnue  T,  différentions  par  rapport 

.i   i ■'  el  à  v'  ;  nous  aurons 


T+  i: 


E  K+  |  )  =T— », 
d'où,  en  retranchant  membre  à  membre, 


:<••> .  —  "'.<■>, 


Si  l'élément   linéaire  e™ dx dy  convient  à  une  surface  de  révo- 
lution, on  peut  faire 

o>  =  cp(a?  -\- y  ),         u>j       ci', 

L'équation  du  problème  devient  alors 

(0  (5  —  *i  )?'■+■  T—  l'-t-  a»      o. 

liguions  à  zéro  la  dérivée  seconde  du  premier  membre  prise  par 
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rapporl  à  x  el  ky\  nous  trouvons 

(a)  (ç  —  7]  )&'"+  (;'—/,'  '-r        0. 

<  )i-  la  dérivée  »"  to"  doil  être  supposée  différente  de  zéro  (  on 
n'écarte  ainsi  que  les  surfaces  développables).  On  peul  alors 
tirer  ç'  —  /,'  de  l'équation  i  2)  el  porter  sa  valeur  dans  l'équation  (1), 
ce  <|ui  donne 


-+-  •>.  1  h. 


En  conséquence,  la  différence  \  —  r\  ne  dépend  que  de  x-\-y. 

Il  suit  de  là  que  les  deux  dérivées  :'  et  7/  son I  égales  el  de  signes 

conl  raires 

;'  —  —  ï)'  =  const.  =  mi. 

Intégrant  el  négligeani  les  constantes  additives,  nous  avons 

\  =  /))/'. /-.  ï]  = — mi  v. 

L'équal uni  1  1  1  devienl  alors 

■>.  (m  -h  \)  n 


m(pc  -~  y  1        x  —  r 

On  en  déduit    immédiatement  to  =  n\og(x  -hJK)j  d'où    l'élémenl 

linéaire  cherché 

,/s1  —  (  ./•  -f-  r  1»  </./•  dy. 

C'est  le  résultai  obtenu  par  M.  Lie  {Mathem.  Annalen,  t.  \\. 
p.  .'SS-  )  comme  solution  de  ce  problème  :  Trouver  les  éléments 
linéaires  de  imites  les  surfaces  dont  les  lignes  géodésiques  ad- 
mettent plusieurs  transformations  infinitésimales  conformes. 
D'après  un  théorème  de  M.  Weingarten,  ces  surfaces  son!  le^ 
lieux  des  centres  de  courbure  de  celles  dont  les  rayons  principaux 

sont  dans  le  rapport  constant  —  — • 

3.  Si,  au  lieu  de  chercher  les  spirales  applicables  sur  des  sur- 
faces de  révolution,  on  veut  déterminer  la  fonction  T  de  la  va- 
riable x'  -\-  y1  =  /  par  la  condition  que  les  lignes  «I  égale  courbure 
soient  parallèles,  on  arrive  à  l'équation  du  second  ordre 


1 
T 


'T"         y       1 
—  —  l  I    -  1  const.       •  a  . 

On    peul    obtenir    son    intégrale    générale.    Prenons,   en   effet, 
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pour  variable  indépendante  T  ei  posons 

ce  qui  conduit  à  l'équation 

pi  =  i  a  Z  ■+■  r<  T2  —  i . 
L'équation  dérivée 

J>  -éz  —  ap  —  a  T  =  o 

est  homogène  et  s'intègre  par  une  quadrature.  La  détermination 
de  T  est  donc  ramenée  aux   quadratures.  L'intégrale  particulière 

rr  '    .  (q  +  \)t  q*- 

1  =  -  tanç  — ,  — - —  =  a. 

q  iq  ?  +  l 

donne  l'élément  linéaire  des  spirales  applicables  sur  les  surfaces 
de  îévolution. 


SÉANCE  DU    15  AVRIL   1891. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  développables  qui  /tussent  par  une  courbe 
gauche. 

M.  kobb  :  Théorème  sur  la  variation  d'une  intégrale  double. 

M.  Fouret  :  Théorème  général  sur  le  maximum  ou  le  mi- 
nimum d' une  fonction  symétrique  de  plusieurs  variables  dont 
la  somme  est  constante. 

M.  Carvallo  :  Sur  un  nom-eau  mode  d'exposition  de  la  théorie, 
des  déterminants. 

M.  d'Ocagne  :  Principe  général  de  la  théorie  des  abaques. 

\l.  Appell  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  des  potentiels  conjugués. 

Dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  x  -+-yi\ 
la  paille  réelle  //  et  le  coefficient  v  de  i  de  la  fonction  vérifient  K- 
deiis  équations  fondamentales 

du        dv  du        dv 

(li  —  =  o,  —  —  —        I 

ii,        dy  dy       ''■'' 
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qui  donnent  immédiatement 

il-  a        û^v  _  0-v        d'-e 
dx-        ày2        Ox'1        Oy'- 

Ccs  deux  fonctions  //  et  v  vérifient  (loue  L'équation  du  poten- 
tiel logarithmique  et  sont  associées  ou  conjuguées  par  les  rela- 
tions (i). 

M.  Picard,  dans  une  Note  récente  {Comptes  rendus,  5  avril  1891), 
a  généralisé  ce  point  de  vue  en  considérant  des  systèmes  de  deux 
fonctions  associées  vérifiant  des  relations  analogues  à  (1),  avec  des 
coefficients  fonctions  de  x. 

Je  me  propose  ici  d'indiquer  sommairement  des  systèmes  ana- 
logues à  (1),  pour  le  potentiel  à  trois  et  quatre  variables. 

Considérons  quatre  fonctions  X,  Y,  Z,  Tdc  trois  variables  réelles 
x,  y,  z,  vérifiant  les  relations 


dx 

— 

dY 
àz 

-+■ 

dZ 

=  0, 

— 

dZ 
dx 

-+■ 

dX 

~ô~z 

=  0, 

àT 

— 

dX 

-+■ 

dY 

dx 

=  0, 

dX 
dx 

-h 

dY 
ây 

-+- 

dZ 

—  °; 

(2) 


qui  présentent  une  certaine  symétrie,  en  ce  sens  que  la  fonction  Z, 
par  exemple,  est  liée  à  X,  — Y,  — T  comme  T  à  Y,  X,  Z,  etc. 
On  conclut  immédiatement  des  équations  (2)  que  Ton  a 

A.,\  =  o,  A>Y  =  o,  A2Z=o,  A.2T  =  o, 

en  posant 

u  _  ^1Ë     ^LH     d2u 

De  plus,  on  peut  choisir  arbitrairement  la  fonction  T  vérifiant 

A2T=o;  il  existe  toujours  des  fonctions  X,  Y,  Z  vérifiant  les 
équations  (2);  il  en  existe  même  une  infinité  et  l'on  peut  préciser 
le  degré  d'indétermination  et  exprimer  ces  fonctions  par  des  inté- 
grales définies.  Il  suffit  pour  cela  d'employer  la  démonstration  que 
Bellrami  a  donnée  pour  un  théorème  de  Stokes. 

Le  système  (2)  est  un  cas  particulier  du   suivant,   où   figurent 
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quatre  fonctions  X.  ^  .  Z,    I   de  quatre  variables  ./■,  r.  r.  /, 

dl       o\        dZ       o\ 

l    ')./■        <)z         ôy         01. 
\  o'V        dZ        dX        o\ 


i  ;  i 


dy        dx        Oz 
r)T  _  dX        àY 

Oz        dy        Or 


01 

dZ 

~ol 


àX        0\        OZ        oT 


O.r  Oy  ~^~  Oz  01 

et  dans  lequel  chaque  fonction   vérifie  nécessairement   l'équation 
à  quatre  l erm es 

o. 


cr-u        on        ç)HJ        o:\ 


Je  me  propose  d'indiquer  prochainement  d'une  façon  plus  dé- 
taillée les  propriétés  de  ces  potentiels  associés,  en  me  plaçanl  sur- 
loul  au  même  point  de  vue  cjue  dans  des  recherches  antérieures 
|    icta  mathematica,  t.  I). 


MEMOIRES   ET  COMMUNICATIONS. 


Mémoire  sur  les  surfaces  gauches  rat  ion  licites  ; 
par  M.  Gejvti  . 

I.    Les  équations  d'une  droite,  en  coordonnées  rectangulaires, 
étanl 

X  —  Xi  y—Y\  Z  —  Zt 


la  droite  esi  entièrement  déterminée  parles  six  quantités 

ii.      r.      (>•. 

jj  —  w  ri — vz\,         rj  =  uz\ — u.i\,        Ç  =  vx\  —  uy, 

que  nous  appellerons  les  coordonnées  homogènes  de  la  droite  el 
qui  sont  liées  entre  elles  par  la  relation  identique 

I  i  i  il;    \    \r,    I     tV  Ç        0. 

Dans  une  i\<>ir  insérée  au\    Vouvelles    innales  de    Mathéma- 
tiques,   >'  série,  t.  VI,  p.  4°  i  ,  nous  avons  déjà  donné  la  définition 
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de  ces  coordonnées  el  nous  en  avons  tait  une  application  à  I  élude 
du  complexe  de  R.eye;  le  1  m i  du  présenl  Mémoire  esl  de  montrer 
combien  leur  emploi  facilite  l'étude  « l<s  surfaces  gauches  ra- 
i  ionnelles. 

Mais,  avant  d'aborder  cette  étude,  nous  allons  rappeler  quelques 
formules  de  la  Note  précitée  el  en  donner  quelques  autres  qui  se- 
ront Utiles  par  la  sinle. 

<2.  La  plus  courte  distance  de  deux  droites,  (m .  .  .  l  el  i  //|  .  .  I,  a 
pour  expression 


y/S(  tW]  —  (-'i  w  i  ' 
OÙ  Ton  a  posé 

-(";i  +  »i;)=";i+>'^i+t<[+''i:       vti\   h  w^, 
Si  nv'i  —  i'i  te  y1  —  (en'!  —  c,  (c )i-\-(  wu\  —  ici  n'y1  -t-(  uv\  —  uiv  i' . 

Si  les  deux  droites  sont  infiniment  voisines  el  si  l'on  pose 

U\  =  «+  du,         i'j  =  t^  h—  dv, 
il  vient 

(2) 


y/s  (  c  t/ic  —  w  dv  y1 
si  o?s  esl  l'angle  infiniment  pelil  des  deux  droites,  on  a 

,    _  y/S(  v  dw —  w  di')2 
u'1  -4-  c2  -+-  (C2 

La  condition  pour  que  les  deux  droites  se  rencontrent  devienl 

(4)  s  du  d\  =  o, 

et  leur  point  d'i n lerscclion  a  pour  coordonnées 

La  perpendiculaire  commune   aux   deux   droites   a    pour  coor- 
données 

(  v  dw  -  -  w  dv)  £{  r  r/iv  —  te  rfp  \: . 

[  (te  r/»  —  u  dw)  -  1  c  ihv  —  w  c/c  1-. 

)    (  u  dv       v  <lii  )-w  dw        w  dv  1-. 
(6)  { 

j    P(  u  S  //  du  —  du  Sa2)  —  Q(  u  S  du-  —  <7//  S  u  du  \, 

I    P(c2arf«  rfcï«!)-    (lirX^--^'X«(/;/), 

1    P(w»S«of?/       dwl.u'*) —  Q(wl>du-—  dw'Z.udu), 


en  posa ni 
(7)  P 


d\    <ht    <rç 

II         V  w 

du     dv     dw 


du     dv     dw 


La  droite  ( //  . ..)  et  la  perpendiculaire  commune  à  celle  droite 
et  à  [adroite  infiniment  voisine  sont  dans  un  plan  quia  pour  équa- 
tion 

(8)         (ux  -+-  vy  -f-  ivz)ï.u  du  —  <  x  du  —  y  dv  -H  z  dw  f2«*=  O. 
et  leur  point  de  rencontre  a  pour  coordonnées 

Pu  —  Q  du  -H  p  <^w  —  w  «&  )  S?  c?« 

^9)  a?  =  • = y-7, ; — >  ■••• 

1 1  v  dw  —  w  dy  1- 

3.  Soient  maintenant  tt,  v,  ...  des  fonctions  entières  d'ordre  n 
d'une  variable  arbitraire  t.  de  la  forme 


(.0) 


a  =  a0+«i<+  ((2 11  H- .  •  •  -+-  ((,,  tn, 
y  =  />>0  h-  «i  ^  -+-. .  .  H-  6„V". 


la  droite  (//,  ...)  décrit  une  surface  gauche. 

L'identité  (1)  montre  d'ailleurs  qu'on   a   entre  les  coefficients 
des  expressions  (10)  les  •>.  n  -+-  1  équations  de  condition 


1.(1, ,7.,,—  O 


1     -  "•0"*0  —  «1 

'  2(a0:xi-+-  "1  k0)=  o. 


fn) 


La  surface  gauche  esl  d'ordre  n .  En  effet,  son  intersection  avec 

le  plan 

\  x  •+■  By  4-  Cs       D  -  :  0 


est  représentée  par  les  équations 

ICI 


BÇ-Cr,-D$ 

Ah+IU'+C  w 


c'est  donc  une  courbe  unicursale  d'ordre  //. 

Nous  appellerons  surface  gauche  d'ordre  /'.  ou,  pour  abréger, 
surface  ('.„.   toute    mrface   réglée  dont  les  génératrices  onl  pour 


—  T.\  — 
coordonnées  des  fonctions  entières  d'ordre  /'  il  une  variable  arbi- 
traire /. 

Vombre  des  conditions  nécessaires  pour  déterminer 

une  surfine  (  \n. 

\.  Les  expressions  des  coordonnées  de  I  une  quelconque  de  ses 
génératrices  contiennenl  6/1  +  6  coefficients  indéterminés,  liés 
entre  eux  par  les  2/1  +  1  relations  (1  1). 

D'un  autre  côté,  on  peut  remplace!'  /  par  nue  autre  variable  t, 
qui  lui  soit  liée  par  une  équation  de  la  forme 

ati  -+-  bt  -+-  et  -+-  d  —  o, 

et  l'on  peut  disposer  des  coefficients  arbitraires  <t,  b,  c  et  <l  pour 

déterminera  volonté  quatre  des  coefficients  des  expressions  (1 1). 
Il  ne  reste  donc  (pie 

15  n  -h  6  —  (  \i  /t  -H  1  )  —  4  —  4  «  -+-  « 

coefficients  indéterminés;  tel  est  par  suite  le  nombre  des  conditions 
nécessaires  pour  déterminer  une  surface  Cn. 

Ce  qui  précède  montre  d'ailleurs  qu'on  peut  choisir  à  volonté 
les  valeurs  de  la  variable  auxquelles  correspondent  trois  généra- 
trices de  la  surface. 

Une  génératrice  donnée  de  la  surface  gauche  équivaut  évidem- 
ment à  trois  conditions 

Une  directrice  rectiligne  donnée  équivaut  à  n  +  1  conditions. 
En  effet,  si  //,,  ...  sont  les  coordonnées  de  cette  directrice,  on 
aura,  quel  que  soil  /. 

S(aÇi+-«iî)=o> 

ce  qui  fournil  les  n  -+-  1  conditions 

(i3)  %(a0£i-h  M,a0)  =  o,         

Si  la  directrice  rectiligne  n'est  pas  donnée,  ses  coordonnées  dé- 
pendent de  quatre  coefficients  qu'on  pourra  éliminer,  pour  n  >  3, 
entre  les  n  +  1  équations  qui  précèdent,  el  il  restera  n  — -3  équa- 
tions de  condition  entre  les  coefficients  de  la  surface  gauche; 
3/ï  +  \  conditions  nouvelles  suffiront  pour  la  déterminer. 

Pour  n  =  3,  on  a  quatre  équations  de  condition  qui  permeltenl 
de  déterminer  les  coordonnées  de  la  directrice.  Ces  quatre  équa- 
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lions  représentent  des  complexes  linéaires  ayani  t\cu\  droites 
communes.  Donc  une  surface  G3  a  en  général  deux  directrices  rec- 
i  ilignes. 

Ln(in,  pour  n  =  2,   !<•>  équations  (i3)  sonl  au  nombre  de  trois 

et  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  utJ  vt \insi  une  surface 

réglée  du  deuxième  ordre  a  un  nombre  iniini  de  directrices  recti- 
lignes. 

Revenons  au  cas  général,  el  supposons  que  la  directrice  recti- 
ligne  donnée  soil  l'axe  des  x.  On  aura  %  =  o  pour  toute  valeur  de  t, 
d'où 

*]=—  wo(t),         Ç  =  pcp(Z). 

A  chaque  valeur  de  /correspond  une  génératrice  rencontrant  la 
directrice  en  un  point  dont  l'abscisse  est  cp (/).  Et  réciproquement, 
par  un  poinl  situé  sur  l'axe  des  x  à  la  distance  p  de  l'origine 
passent  toutes  les  génératrices  correspondant  aux  valeurs  de  t 
fournies  par  l'équation 

<P(0=P- 

Si  donc  la  directrice  donnée  est  une  droite  simple  de  la  surlace, 
on  a  nécessairement 

ut  -+-  b 

et,  par  suite,  le  rapport  anharmonique  des  points  de  rencontre  de 
la  directrice  avec  quatre  génératrices  quelconques  de  la  surface  est 
égal  à  celui  des  valeurs  de  t  auxquelles  ces  génératrices  corres- 
pondent. 

On  a  d'ailleurs  pour  les  coordonnées  //....  des  expressions  de 
la  forme 

M  =/,(*),  V  =  (Ct  ■+-  d)fi(t),  K*=(Cf  +  4)/s(0i 

\  -  «».  y       -  (at  -+■  h  )/,(/  i,         :  -    i  ai  +  b  )/,  (  i  ». 

où  /■_.  ei  /',  sont  des  fonctions  d'ordre  />  —  i  au  plus. 

Si  l'axe  de--  x  était  une  directrice  double,  on  trouverait  de 
même,  pour  les  coordonnées  d'une  génératrice,  les  expressions 
suivantes  : 

a  =  F,(0,  v  =  (dt*+et-i-f)fs(t),  w      (dt*      et      ./'>./',(/>. 

i  =  (..  rt  |  aP      ht   :   c  i/3|  / 1.  Ç  =|  att      bt       c)fti  t), 

J2  cl  /',  éiani  d'ordre  n       ■>.  el  ainsi  de  suite. 
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<  )n  reconnail  facilement  d'ailleurs  que,  quel  que  soii  l'ordre  <!<• 
mulliplicilé  «le  la  directrice,  les  expressions  de  u,  ...  contiennenl 
réellemenl  •  >//  coefficients  indéterminés. 

Si  la  directrice  rectiligne  esl  située  toul  entière  à  l'infini,  la 
surface  a  un  plan  directeur. 

<  )n  a,  dans  ce  cas,  ut  =  e,  =  wt  =  o,  ci  les  équations  (i3) 
<lc\  iennenl 

En  éliminanl  ;,,  rM  el  Ci  entre  ces  équations,  il  restera  //  —  i 
relations  indépendantes  entre  les  coefficients  de  la  surface  gauche. 
Par  conséquent,  le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déter- 
miner une  surface  Cn  à  plan  directeur  est  égal  à 

i  il  -4-i  —  (n  —  i  )  =  ')  n  -+-  2 . 

On  verrait  d'ailleurs  très  simplement  que,  si  le  plan  directeur 
esl  le  plan  des  yz,  et  si  la  droite  située  à  l'infini  dans  ce  plan  est 
une  droite  multiple  d'ordre  p  de  la  surface,  les  coordonnées  de  C„ 
ont  des  expressions  de  la  forme 

u  =  o,  V  ——  f(t)<\>(t),         n-  =f(t)o(  /  i. 

Ê  =  Ft(0,         1=/i(0?(O,  Ç=/i(0«KO, 

F  étant  au  plus  d'ordre  n,  x  et  <l  d'ordre  p,  et/'  et  /',  d'ordre  //  — p 
par  rapport  à  /. 

Si  enfin  une  surface  C„  a  deux  directrices  rectilignes,  l'une  Ox, 
l'autre  située  à  l'infini  dans  le  plan  des  yz,  et  telles  que  la  pre- 
mière soit  sur  la  surface  une  droite  multiple  d'ordre  p,  el  la  seconde 
une  droite  multiple  d'ordre  q,  les  coordonnées  d'une  génératrice 
de  la  surface  auront  des  expressions  de  la  fornie 

M  =  o,         P=/(0<p(0,  w=/(0<KO, 

M  el  '!>  sont  des  fonctions  d'ordre  y  ;  /'  el  /',  des  fonctions  d'ordre  />, 
el  Ton  a,  comme  cela  doit  être, 

p  +  q  =  n. 
5.   Comme  application,  cherchons  les  équations  d'une  surface 
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réglée  du  second  ordre  déterminée  par  trois  de  ses  génératrices 

(«,,    ...),     (w2,   •••)>   («3,   •  ••)• 

On  aura  évidemment  pour  //,...  des  expressions  de  la  forme 


f/l  Ui  a -2  II  2  H:\  U  .1 


/  —  /,       t  —  u 


/,.  /j,  /3  étant  les  valeurs  de  la  variable  choisies  à  volonté  qui 
correspondent  aux  trois  génératrices  données;  nous  détermine- 
rons les  coefficients  a , ,  a2,  a3  en  exprimant  que  la  condition  (i) 
est  satisfaite  pour  toute  valeur  de  t. 

Celte  condition  étant  déjà  remplie  pour  trois  valeurs  de  la 
variable,  il  suflil  d'exprimer  qu'elle  l'est  encore  pour  deux  autres 
valeurs  quelconques,  par  exemple  pour  /  =  o  et  t  =  co. 

On  obtient  ainsi  les  deux  équations 


(i4) 

où  l'on  a  posé 


Des  équations  (i4)  on  tire 

ai  :  di 
On  a  donc  enfin 

A  M]  Bu;  Cih 


«1 

-   + 

B/2        C/3 

il  2              "■! 

O, 

A 

<i\ 

-+- 

B 

C 

Cl 

i). 

A 

=  2 

<  "2=3 

+  «3?2  1 

B 

=  S 

(«3?1 

■+■  '/!?:()• 

C 

_   V 

1   //!.-. 

—  ttglji). 

on 

tire 

": 

A 

B 

T, 

c 

t9 

-  h 

'    «3-   «1 

/ 

{h—  h)(t—  h)     ih—tl^t  —  h)     ifi-  ti)(t  —  (,) 

Pour  tt  =  y:,  t.2=  o  et  £3  =  i ,    les  expressions  de  u,...   pren- 
nent la  forme  plus  simple 

Bit,        Cm  3 

05)  k  =  A«, p 


/  —  i 


Les  résultats  qui  précédent  permettent  d'obtenir  très  simple- 
ment les  conditions  qui  exprimenl  que  quatre  droites  ne  se  ren- 
contrant pas  deux  à  deux  sont  situées  sur  un  même  hjperboloïde. 

Soient  (m,  .  .  .),  i u .,  .  .  .),  (u3  .  .  .)  el  (//,  .  .  .)  les  quatre  droites 
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données,  el  posons  dès  maintenanl 

( .  //2,  c3,  »>,,)  =  l   ,.  (u3)  vu  wlt)  =  \Jt,  (ut,ei}<vk)       l  3, 

(  »i,  P2)  n':i)  =  U*- 

Les  équations  (>5)  représentant  les  coordonnées  <l  une  généra- 
trice quelconque  de  l'hyperboloïde  déterminé  par  les  trois  pre- 
mières  droites,  on  devra  pouvoir  poser 

\>  1/ ,         Ctt.-i 

SU*,  =  AKj  — 


t  t  —  \ 


P>C,  C(':1 

;  Wk  =  Ar, —  -+-  — - 

Bii'.,         Gw3 
.sir,  =  Air, 


«Ê*  =  Aij,  — 


/  /  —  I 

BJ2  Gç:t 

«  /  —  l 


Br,,  GVl 

(17)  \    **i*  =  A  M p    -1-  j^n 


/  /  —  [ 

i-  et  £  étant  deux  coefficients  inconnus.  Or  on  a 

a.t  \]u  =  ux  Ui  -+-  U-2  U2  H-  »3  U3. 
p4  Uv  =  <'i  Ui  -H  e2  U2  -l-  r3  U3, 
irv  U4  —  W\  Uj  -1-  w-2  IJ2  -+-  ws  U.j. 

En  comparant  ces  équations  avec  les  équations  (16),  il  vient 

.  „  A  _  U,  B  _  _  £,  _G U3 

1     ;  s  ~  U4'  s*  U4'  «(<—.!)        U*' 

et,  si  l'on  élimine  s  et  t  entre  ces  équations,  on  a 

(19)  Al  0U3+  BU3U1-4-  Cll,lu=  o  : 

c'est  l'une  des  conditions  cherchées. 

Si    maintenant   nous   additionnons  les   équations  (16)  et   (17) 
après  avoir  multiplié  les  trois  premières  par  £,,  y,,.  'C,  et  les  trois 
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autres  par  i/,.  i  (.  iv,  respectivement,  il  vient 

st(t      i)D  =    BC; 

remplaçant  dans  cette  équation  st  el  /  —  i  par  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  <  i  8  ),  et  tenant  compte  de  l'équation  |  i  ;/  ).  on  a 

AU2U3+  DU,1  .  =  o. 
On  trouverait  de  même 

BU3U,h-EI  2l,  =  o, 
ci  ,u2-t-  fu3U*=o. 

Les  trois  équations  qui  précèdent  se  réduisent  d'ailleurs  à  deux 
en  verlu  de  l'identité 

A  U,I  ï4.BU3U,-i-  GU,U2=  I»(  ,!-"■,--  \:i  ,11+  FU31  ,. 

().  Cherchons  encore  l'expression  générale  d'une  cubique  réglée 
donl  on  donne  quatre  génératrices. 

Soient  »,  o,  i  et  ~  les  valeurs  <le  la  variable  qui  correspondent 
aux  quatre  génératrices  données.  On  aura  pour  //.  ...  des  expres- 
sions de  la  forme 

A//.,  (Il;  llll-. 

Ces  équations  renferment  quatre  coefficients  indéterminés; 
mais  il  existe  entre  eux  trois  relations  que  nous  obtiendrons  en 
exprimant  que  l'équation  (i)est  satisfaite  identiquement.  Or  cette 
équation  est  du  sixième  ordre  el  elle  esl  déjà  satisfaite  par  les 
quatre  valeurs  y-,  o,  i  et  ~.  de  la  variable;  pour  qu'elle  soi!  iden- 
tique, il  suffit  qu'elle  le  soit  encore  pour  trois  autres  valeurs  de  la 
variable. 

Mais.  >i  l'équation  (i)  est  satisfaite  identiquement,  il  en  sera  de 
même  de  sa  dérivée 

et  réciproquement  ;  si  l'équation  (21)  est  identique,  l'expression  S«  : 
sera  constante  et,  comme  elle  esl  nulle  pour  quatre  valeurs  «le  /. 
elle  sera  identiquemenl  mille.  En  exprimant  que  l'équation  (21) 
e-^i  satisfaite  pour  les  valeurs  s.,  o  el    1  de  la  variable,  nous  obte- 
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nous  sans  peine  les  conditions  -> 1 1 1 \ ; 1 1 1 1 < • 


0C-h(\'>   i   '/D 


(22) 


1    i A  ■+- =  O. 


h  \ 


Si  l'on  ajoute  ces  équations  après  I < •>  avoir  multipliées  respecti- 
\ emenl  par  \.  15  et  ( >.  il  vienl 


I  23  i 


ADx2—  (AD  h-  BE       GF)' 


[1  est  facile  d'interpréter  celle  équation.  En  effet,  x  est  le  rap- 
port anharmonique  des  quatre  valeurs  y-,  o,  i  el  x  de  la  variable. 
D'ailleurs  la  surface  cherchée  a  deux  directrices  rectilignes,  qui 
sont  les  droites  A  el  A',  rencontranl  les  quatre  droites  données; 
l'une  esi  une  directrice  simple,  l'autre  une  directrice  double. 
Or  nous  avons  vu  que,  lorsqu'une  surface  CH  ;i  nue  directrice 
simple,  le  rapport  anharmonique  des  points  où  quatre  génératrices 
rencontrent  cette  directrice  est  égal  à  celui  des  valeurs  de  /  aux- 
quelles elles  correspondent.  L'équation  (23)  a  donc  pour  racines 
les  rapports  anharmoniques  des  points  où  les  quatre  droites  don- 
nées sont  rencontrées  par  A  et  A'  respectivement.  Si  l'on  adopte  la 
valeur-:,  A  sera  la  directrice  simple  de  la  surface  et  A' la  directrice 
double,  et  inversement. 

Si  deux  des  droites  données  se  rencontrent,  la  directrice  double 
est  déterminée  et  l'équation  (a3)  se  réduit  au  premier  degré. 

Dans  le  cas  général,  les  équations  (22)  montrent  qu'on  peut 
prendre 

5  =   -  ,  b  =    —  , 

~  I  —  t 


A, 


et  le>  expressions  des  coordonnées  prennent  la   (orme 

F  //>  E  U3  A  Il  ; 


u  =  II  II  1 


t  — 


:(*-      [) 


où  l'on  doit  remplacer  t  par  l  une  des  racines  de  l'équation  1  ■'■>), 
elli's  ne  renferment  plus  qu'un  seul  coefficient  arbitraire  a. 

Remarquons  encore  que,  si  l'équation  (23)  a  ses  deux  racines 


-  HU 


égales,  c'est-à-dire  si  L'on  a 

\?D*+  B«Es-i-  Ç*F*  —  ;BCEF  —  aCAFD  —  2ABDE  =  o. 

il  n\  aura  qu'une  droite  A  rencontrai!!  les  quatre  droites  données 

et,  dans  ce  cas,  l'une  quelconque  des  quatre  droites  esi  tangente  à 

l'hyperboloïde  déterminé  par  les  trois  autres. 

La  condition  qui  précède  peut  encore  s'écrire  sous  la  forme  bien 

connue 

o      C      B      D 

C       0       \       E 

B      A      o       F 

D       E      F 

7.  Courbe  double  d'une  surface  Cn.  —  Nous  avons  vu  que  la 
section  plane  d'une  surface  C„  est  une  courbe  unicursale  d'ordre 


//.  ;ivanl  par  suite 


(n  —  i)(/i  —  2) 


points  doubles.  La  surface  a  donc 


1       1      11      11       1       (  n  —  '  )  (  n  —  2  )      ,  h  1 

une  courbe  double  d  ordre — ,  dont  nous  allons  cher- 

2 

cber  les  équations. 

Soient  (us...),  (u{...)  deux  génératrices  qui  se  rencontrent, s  et  / 

les  valeurs  correspondantes  de  la  variable.  On  a 


(24) 


2(«*Èi 


ut%s)  =  o. 


Le  premier  membre  de  cette  équation,  ainsi  que  sa  dérivée  par 
rapport  à  t,  s'annule  pour  t  =  s;  en  supprimant  ce  facteur,  l'é- 
quation n'est  plus  que  d'ordre  n  —  2  par  rapport  à  t  et  s,  ce  qui 
montre  qu'une  génératrice  d'une  surface  Cn  en  rencontre  n  —  2 
.miles. 

La  courbe  double  a  d'ailleurs  pour  équations 


r.t. 


r  = 


Ut 


ZUstt 


s  et  /  étanl  deux  variables  arbitraires  liées  entre  elles   par  l'équa- 
tion 

Si  //,:,        u,\ 
: —   z=  O. 

(  t  —  s  )« 

On  démontrerait  sans  difficulté  que  l'ordre  de  celle  courbe  esl 

,  ■       .     |  ,  (n  —  i)(n  —  2)  .        .        s 

bien  égal  a  <,    I  suivre.) 


SI    - 


<S.   Génératrices  singulières  d'une  surface  C«.        Nous  avons 
trouvé  pour  L'expression  de  la  plus  courte  distance  de  deux  droites 

infiniment  \  oisines 

x  du  d\ 

/Si  v  dw    -  w  dv  >■ 
Si   ces  deux  droites  sonl   les  génératrices  d'une  surface  C«,  il 


\  ion i 


x»  \ 


Les  génératrices  singulières  de  [a  surface  sont  donc  fournies  par 
L'équation 

Cette  équation  est  d'ordre  2(/î —  2);  on  a,  en  effet. 


et .  par  smle. 


.1  U  r    =    O, 

S(tt'£-f-ttÊ')  =  o 


S(n«—  tu')(nt  —  *{■')  =  î2Za'ç\ 


Or  le  premier  membre  de  cette  équation  est  d'ordre  2(  //  —  1). 
donc  £«'£'  est  d'ordre  :>(ii  —  2);  tel  est,  par  suite,  le  nombre  des 
génératrices  singulières  de  la  surface. 

Si  l'équation  (23)  est  satisfaite  identiquement,  la  surface  CHesl 
développable.  Cette  équation  étant  d'ordre  :i(n  —  2),  la  condition 
d'identité  fournit  2  n  —  3  relations,  en  sorte  qu'il  faut 


,« 


1  —  (2/1  —  3 )  =  2 ( /i-H  2 ) 


conditions  pour  déterminer   une  surface  développable   rationnelle 
d'ordre  n. 

9.  Point  ce  n  irai,  ligne  de  striction,  pian  central  et  para- 
mètre de  distribution  des  plans  tangents  d Une  surface  C„.  — 
En  appliquant  au  cas  de  deux  génératrices  infiniment  voisines  de 
la  surface  Ca  les  formules  du  §  !2.  ci  en  posant 


<  » 


T 

\ 

1' 

u 

c 

w 

u' 

v' 

w1 

/>-  =  £|  V  u 


w  v   1-. 


-  8-2  - 
on  ;i  pour  les  coordonnées  du  poinl  central  de  la  génératrice 

I'  II  —  Q  B'  +  fcHc' —  <*'(''  lï;  II' 


y 


Pc  —  Q  i-'-t-  (  (v  n' —  u  ii''  )E£  //' 


P  «>  —  Q  «•'  -+-  (  m  p'  —  p  a'  )  S  S  M' 


Le  numérateur  et  le  dénominateur  des  expressions  (26)  sonl 
d'ordre  4("  —  i)j  ^  es'-»  par  suite,  l'ordre  de  la  ligne  de  striction 
de  la  surface  C/j.  Ces  expressions  peuvent,  d'ailleurs,  se  mettre  sous 
la  forme 


<■>■:> 


(ijÇ'—  W)        mE«T 


cl  il  est  facile  de  voir  que  le  point  qui  a  pour  coordonnées 

(r/J—Zr') 


est  le  point  de  contact  de  la  génératrice  ( a)  avec  le  plan  mené  par 
celle  ligne  et  l'origine,  c'est-à-dire  le  point  correspondant  de  la 
courbe  de  contact  avec  C„  <lu  cône  circonscrit  à  cette  surface  et 
ayant  son  sommet  à  l'origine.  Celle  courbe  est  donc  unicursale  cl 
d'ordre  2(71  —  1). 

Dans  le  cas  d'une  génératrice  singulière,  on  a 


et  le  point  central  se  confond  avec  le  point  d'intersection  de  cette 
génératrice  el  de  la  génératrice  infiniment  voisine. 

Si  la  surface  C„  a  un  plan  directeur,  quel  que  soit  d'ailleurs 
l'ordre  de  multiplicité  de  la  directrice  située  dans  ce  plan,  l'ordre 
de  la  ligne  de  striction  diminue  de  moitié. 

On  a  en  effet,  dans  ce  cas,  le  plan  directeur  étant  le  plan  des  yç, 


\ 


p     -/(0<K0,       »=/(0t(0. 


où  »  el  'l  Mini  des  fonctions  d'ordre  u. y  el  /,  des  fondions  d'ordre 
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n  —  u  en  /,  el  Ton  trouve  aisémenl  pour  les  coordonnées  du 
poinl  central 

FV  —  FV 

'      /'(<p<K--<p'<10' 

F'u'  —  F  ir' 

le  dénominateur  el  les  numérateurs  de  ces  expressions  ne  sonl 
plus  que  d'ordre  2(/2  —  i). 

Ainsi  la  ligne  de  striction  d'un  paraboloïde  hyperbolique  pour 
l'un  des  systèmes  de  génératrices  est  une  conique  :  la  forme  même 
des  expressions  de  x,y  et  z  montre  que  celle  conique  est  une  para- 
bole. 

Le  plan  central  relatif  à  la  génératrice  (//...)  a  pour  équation 

(■}.%)  I  u.r  -+-  ri-  +•  wz)2uu'  —  (u'x  -+-  v'y  ■+-  w'z  )Zn-  —  Q  : 

il  enveloppe  une  développable  dont  la  classe  est  égale  à  in  —  2. 
Enfin  le  paramètre   de  distribution  des  plans  tangents  le  long 
de  la  génératrice  {u  .  .  .)  a  pour  expression 

(  29  )  k  =  -=-*-  • 


Comme  exemple,  cherchons  le  paramètre  de  distribution  des 
plans  tangents  le  long  de  la  génératrice  («,  .  .  .)  de  l'hyperboloïde 
représenté  par  les  équations  (i5)  du  §  o,  el,  pour  simplifier,  sup- 
posons que  le  centre  de  la  surface  soit  à  l'origine,  ce  qui  entraîne 


21*1^=  2  «a  Ça, 

On  a  alors 

u  —  A  t(t  —  i)«j  —  B(/  —  i)m2  -i-C/11 ,. 

Il'  —  A  (  1  I  —  l)  lli  —  I!  K2  -+"  G  M  t; 


et  pour  /  =  o 


//        u,.         v  =  r>.  tv  =  Wi 

u'=Giti — A«i  —  B«/-i, 


—  84  - 
(  )n  tire  de  là 

v  ,/'$•  =  _  ABC. 

iir'  —  p'w  =  A  (  U'oi'i  —  l'i  <i'i  )  -i-  C(t>2«>3  —  <'3nL,  ) 
=  2(«3?2+  f3'»l2+  "i  ^2  K  *'l  "'2—  «V»',  I 

H-  2(tti|2-+-  <'i^2+  'l'i'i  )(»-2(r:i—  i^i'i  ) 

=  2^2f  «l(»'2«'3—  <Vr2)-f-  U3(Vi  (*>2  —  P2W,  )| 

+  2<  ï)2*,ï+  Çï  «'2  )(('l  "'.',  —  l':i  <»'l  )  =  2  A£2, 


en  posant 


A  = 


«i 


on  a  donc  en  lin 


k  = 


ABC  a? -h 


«+•«); 


4A2     ?|  +  ^|+Ç| 


2  p  - 


en  appelant  V  le  volume  du  parallélépipède  déterminé  par  les  trois 
droites  (a {  . . .),  (u2  . .  .)  et  («3  .  .  .)  et  p  la  distance  de  l'origine 
à  la  génératrice  (//.,  .  .  .).  On  sait  d'ailleurs  que  le  parallélépipède 
construit  sur  trois  génératrices  quelconques  d'un  hyperboloïde  a  un 
volume  constant  (').  Donc,  si  /,  <sl  le  paramètre  de  distribution 
des  plans  tangents  pour  une  génératrice  quelconque  d'un  hyper- 
boloïde, p  la  distance  du  centre  à  eetle  génératrice,  le  produit  Arp2 
est  constant. 

10.  Plan  tangent,  paraboloïde  des  normales.  —  Un  point 
quelconque  d'une  surface  gauche  C„  ayant  pour  coordonnées 


VL  —  H'v- 


■su,        y 


ces  équations  seront  celles  de  la  surface  gauche  elle-même,  si  l'on 
\  regarde  s  cl  t  comme  deus  variables  indépendantes.  Les  quantités 

-r->  -t-  et  -r  seront  mnnorlionnelles  aux  cosinus  directeurs  d  une 

il/     1I1       ai  *      ' 

tangente  à  la  surface  el  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
sera  ainsi  complètement  déterminé. 


(')  r.c  théorème  n'étail  |>.i-  connu  quand  nous  l'avons  <;i ce  dans  les  .\<><< 

velles    Innales,   I    série,  1 .  IN .  p.   «48. 
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Soit  l'axe  des  c  une  génératrice  de  la  surface,  on  a  pour  les  coor- 
données  de  cette  droite 

u  =  v  =  o,        w      i ,       \  =  r,  =  £  =  o. 

La  condition  S(wÇ'-+-  //';)  =  o  donne  alors  Ç'=  o,  cl  les  coor- 
données de  la  génératrice  infiniment  voisine  sont 

u'dt,     v'dt,     \-\-w'dt,     £'<•//.     r.'r/t,     o. 

Ceci  posé,  le  plan  ;  =  s  mené  par  un  point  A  de  l'axe  des  ; 
parallèlement  au  plan  des  yz  reneonlre  celle  génératrice  infini- 
mciii  voisine  en  un  point  B  ayanl  pour  coordonnées 

—  r.'-h  SU'     ,  £'-+-  SV'       , 

x  =  ri—  t'I .  y  =  — r—r  dl,         z  =  s. 

i  -4-  n'  dt  ^         \  -+-  w  dt 

La  normale  à  la  surface  gauche  au  point  A  csl  perpendiculaire 
à  O;  et  à  AB;  donc  ses  cosinus  directeurs  sonl  proportionnels  aux 
quantités  ;'-+-  se',  r/  —  su'  cl  o,  et  elle  a  elle-même  pourcoordon- 

nées 

Mjj  =  £'-h  sv' ,  Vs  =  V  —  su',  w$  =  o, 

^=zs2ii — sr,'         Tjx  =  *£'-+-  s2p',         Ç\  =  o. 

Si  dans  ces  équations  on  regarde  t  comme  une  constante,  5  va- 
riant seul,  elles  représentent  le  paraboloïde  des  normales  le  long 
de  la  génératrice  O^. 

Dans  l'hypothèse  actuelle,  on  a 

V  =  u'rt' — v"£,         Q  =  <>.         2w'ij  =  o,         p'1  —  «'2+  t''2; 
on  a  alors  pour  les  coordonnées  du  point  central  de  O; 

(  u'r\  —  v'%)u 


)' 


\/u' 


Si  donc  on  suppose  en  outre  <pie  le  point  central  a  clé  pris  pour 
origine,  on  a 

(  3o  )  u' rt' —  p'j;'=  o; 

on  a  alors  pour  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents 

_   »'£'-+-  v'rt'  _  y/ij'2  +  r/2  _ 
»'*■+■  f'1     '      y/a'2  -+-  p'*  ' 

Si  d'ailleurs  n  o  u  -~  appelons  0  l'angle  de  la  normale  au  point  A 
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avec  la  normale  ;'i  l'origine,  nous  auron 


fl.sf)    - 


Ê'(Ê'-+-«/)+-V(V— *«')  v/f"'     ', 


^''H-V*  y/(ç'-+-  *^')2+  (r/—  s«')2        ^Ç'2 "+-  V2 ■+■  *'2<  »'2-+-  "'*) 
et  par  suite 

tango  =  s 


comme  cela  doit  être. 

Cherchons  enfin  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents 
le  long  de  la  génératrice  (wH  .  .  .)  du  paraboloïde  des  normales. 

Si  nous  désignons  par  des  accents  les  dérivées  prises  par  rapport 

à  s,  nous  aurons 

u$=  £'-+-  se',  l'.\=r,' — ■'>"'■         l,'.\  =  «'• 

^>-  =   .S2  ?/' .S//.  ■fly=S^'-\-Siv',  ÇS=0, 

ttjj  =  (/,  T)jj  =  —   «'.  (V^j  i-      (.. 

Çjj  =  2S«' —  r/,  r,j,  =  ;'-t-  2Sf',  C\  =  o, 

X  k§  =  £'»-+-  r/-  -+-  .v2  (  »'2  -i-  r' '■'  i. 


el   par  suite 

t'2. 


s2(M'î_j_p'S)  g'2. 


«'£'-+-  c'y)'  cos*8(a'Ç'-t-  v'»)')       cos*8 

expression  bien  connue. 

11.  Hyperboloïde  oscillateur.  —  Nous  avons  trouvé  au  §  ,"> 
pour  les  coordonnées  d'un  hyperboloïde  déterminé  par  trois  de 
ses  génératrices  («,  . .  .),  (u2  •  • .),  (113...)  des  expressions  de  la 
forme 

\  il,  l!  it ,  C»j 


(T,-T2)(T-TO        (T3-T,)(T-T8)      (T,-T,)(T-    T,)' 

Si  nous  supposons  que  les  trois  droites  données  soient  trois 
génératrices  infiniment  voisines  de  la  surface  gauche  C„,  nous  ob- 
tiendrons l'hyperboloïde  oscillateur  de  cette  surface. 

Posons  donc 

1  1      t      8f,        T  -    /.        T       t      8/ 


(  )n  aura 


K7 


«  o*2 

II  —  U  rjf  -+-  II     — 


,3*" 

u:t  —  u  -+-  u  rA  -.-■  u    — 


Si  d'ailleurs  on  licni  coin  pic  de  l'équation  E**ij  =  o  et  de  celles 
qu'on  en  déduit  parties  dérivations  successives,  on  trouve,  par  des 

calculs  faciles, 


qZ*2wT- 


—  2(V |'+  «"ç'j—  —  [aS( «' r'-i- "T) ■+■  3  2  u" ;"|  - 


B  =—  io^Su'^  —  2  -^- 2 («'?"+ «"?')- 


C 


S^Stt'?'-    —  2(aT-+-«T)- 


0/'' 


|  -..2(«'r+  "T)  +  ^"Tj-  • 


el  l'on  obtient,  pour  les  coordonnées  de  l'hyperboloïde  osculateur 
des  expressions  de  la  forme 

U/i  =  X  u  -t-  »  [x(T  —  /  )  k'  -+-  2  v  (  T  —  /  )2  «".     . . . , 

À,  \x  cl  v  avant  les  valeurs  suivantes  : 

l  =4Sm'Ç'— a(T  — os(»T-t-  «T)-f-(T  —  0"S«  S"i 
;ji=  aZa'Ê'  —    (T  —  0E(a'É*+  "T). 
v=     Sa'Ç'. 

Si   /,  p  et  y  sont  les  coordonnées  du  centre  de  l'hyperboloïde 
osculateur,  on  trouve 


k2<  «*(■'  —  w'f  )-+-  k'2<  //;" 


i*"2(w'g  —  «;') 


(  3 1  ) 

en  désignant  par  S  le  déterminant 


Le  dénominateur  et  les  numérateurs  des  expressions  (3i)  sont 
d'ordre  3(/?  —  2).  Donc  le  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  os- 
cillateurs d'une  surface  gauche  rationnelle  d'ordre  n  est  une  courbe 
gauche  unicursale  d'ordre  3(/i  —  2). 

Les  génératrices  de  la  surface  gauche  pour  lesquelles  l'hyper- 
boloïde oscillateur  se  transforme  en  paraboloïde  son!  données  par 
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l'équation 

S  =o; 

elles  son!   donc  au    nombre  <le   •  ><// —  2).   Si   celle  équation    est 
satisfaite  identiquement^  la  surface  csi  à  plan  directeur. 

12.    Surfaces  développables.  —  Nous  avons  vu  que  la  surface 
réglée  esl  développable  si  Ton  a.  pour  toute  valeur  île  /, 

Il  est  facile  de  voir,  d'après  cela,  qu'il  n'y  a  pas  de  surface  déve- 
loppable non  conique  de  degré  inférieur  à  \. 

Si  l'on  prend,  en  effet,  les  dérivées  successi\es  de  l'équation 

-»:  =  o, 
il  vient 

X(  u'ç  -+■  l(q  )  =  O, 

2(«|*  -+-  u"  £  -+-  2,11'%')=  u. 

X(»f'-f-«'"Ê  +  3»T'+'5""ç')  =  o. 

Mais  si  Ion  prend  la  dérivée  par  rapport  à  /  de  l'équation  (3a),  d 
vient 

(  >n  a  dès  lors 


2(w£  -+-  u"\  )  =  0, 


2(m?'"-+-m'"0  =  o. 

Ceci  posé,  soient  (//^...),  («,...)  deux  génératrices  d'une  sur- 
face réglée;  la  condition  pour  qu'elles  se  rencontrent  est 

(34)  2(k,È*-+-«*È,)-o. 

Or  le  premier  membre  de  cette  équation  et  ses  trois  premières 
dérivées  s'annulent  pour  /  =  s,  en  vertu  des  équations  (33).  Donc, 
si  //.  .  .  sont  d'ordre  inférieur  à  \,  l'équation  (  \  )  est  satisfaite 
identiquement,  ce  qui  montre  que  deux  génératrices  quelconques 
de  La  surface  réglée  se  rencontrent  :  celle  surface  est  donc  un  plan 
ou  un  cône. 

12.  Soient  maintenant  ((/■■■)  les  coordonnées  d'une  génératrice 
quelconque  d  une  surface  développable  Cn. 
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Le  point  de  l'arête  de  rebrou ssemenl  situé  sur  celle  génératrice 
a  pour  coordonnées  (  27) 

Le  plan  tangenl  le  long  de  cette  génératrice  a  de  même  pour  équa 
tion 

1  36  ;  (  vve'  —  v'w  )./•  -H  wu' —  w ' u)y  -\-{uv'  —  u'v)z  =  ï.it':- 

11  csl  facile  de  voir  (pic  les  numérateurs  el  le  dénominateur  des 
expressions  (35)  <>m  un  facteur  commun,  et  qu'il  en  esi  de  même 
des  deux  membres  de  l'équation  (  36). 

Considérons,  en  effet,  les  valeurs  de  /  pour  lesquelles  <>n  a 
lY/ç  =  o,  sans  qu'on  ail  en  même  lemps 

(37  )  u  '.  v  :  w  =  u'  :  v'  :  h ■'. 

Des  équations 

S  u\  =  o,         -  «'£  =  o 

on  tire 

\  1  ï]  :  ç  =(  w' —  p'»):(W —  w'it);  (  »r' —  «Y). 

Des  équations 

Eij'a  =  o,        SgV=  0 
on  tire  de  même 

£'  :y'  :  ç'  =  (  <'«•' —  t''ir)  :(»'«' —  w'm)  :  («p' —  «Y  i  =  ?  :  v,  :  ç. 

Donc  les  valeurs  de  /  considérées  annulent  les  numérateurs  des 
expressions  (35). 

On  verrait  de  môme  que  les  valeurs  de  t  qui  annulent  -*/ç,  sans 
qu'on  ait  en  même  temps 

(38)  ê:  vÇ  =  ê':V:C, 

annulent  le  premier  membre  de  l'équation  (36). 

Or  les  valeurs  de  fpour  lesquelles  les  équations  (3^)  sont  satis- 
faites correspondent  aux  points  de  l'arête  de  rebroussement  situés 
à  l'infini.  De  même  les  valeurs  de  t  qui  satisfont  aux  équations  (38) 
correspondent  aux  plans  tangents  delà  surface  C„  qui  passent  par 
l'origine.  Si  donc  nous  appelons  m  l'ordre  de  l'arête  de  rebrousse- 
ment et  c  la  classe  de  la  surface  développante,  les  numérateurs  et 
les  dénominateurs  des  expressions  (35)  ont  un  facteur  commun 
d'ordre  c,  et  les  deux  termes  de  l'équation  (36)  un  facteur  corn- 
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m  un  (I  ordre  />>.  I)  ailleurs  -//';  es!  d'ordre  a(/>  —  i);  donc  on  .1 

I  3g  »  c  +  m  =  î(n  —  1  ). 

Soit  maintenant  /•  le  nombre  des  points  slalionnaires  de  l'arêle 
de  rebroussement  cl  s  le  nombre  de  ses  plans  slalionnaires. 

On  obtiendra  le  nombre  des  points  slalionnaires  en  exprimant 
que  trois  génératrices  infiniment  voisines  de  la  surface  passent  par 
un  même  point,  ce  qui  donne 

(4o)  1  ;.  v,  r  )     0. 

On  obtiendra  les  plans  oscillateurs  stalionnaires  en  exprimant 
que  Irois  génératrices  infiniment  voisines  de  la  surface  son l  situées 
dans  un  même  plan,  sans  passer  par  le  même  point,  ce  qui  donne 

(41)  (u,  c',   <r"  )=  o. 

Les  équations  (4°)  et(4i)  sont  d'ordre  3(w —  2)  en  /;  mais  des 
solutions  de  l'équation  (4o)  il  faut  retrancher  celles  des  équa- 
tions (38),  qui  sont  évidemment  étrangères. 

De  même,  des  solutions  de  l'équation  (4')'  '^  ^aut  retrancher 
celles  de  L'équation  (3-). 

D'ailleurs  ces  solutions  étrangères  sont  racines  doubles  des  équa- 
tions (4o)et(4i),  car  elles  annulent  les  dérivées  des  premiers 
membres  de  ces  équations.  On  a  donc  enfin 

\   r  =  3  (  n  —  2  )  —  ■>.  c  ; 

(42)  , 

Des  équations  |  3g  1  el  1  \  >  1  on  déduit  facilement 

r  =  %m  —  //  —  ■.>.. 
s  =  ■?.'■    —  //  —  >.. 

et  comme  ces  nombres  r  el  s  ne  peuvent  être  négatifs,  on  a  oéces 

sairement 

_  n-h  1  _  n  ■+-  ■). 


13.  Les  résultats  oui  précèdent  nous  permettent  d'établir  très 
simplement  la  classification  bien  connue  des  surfaces  développables 
rationnelles,  qui  comprennent,  ainsi  que  l'a  démontré  M .  Sehw  ara, 
toutes  celles  des  sept  premiers  ordres. 


Développable  du  quatrième  ordre  '.  n  =  4-  ^"  ■' 

m    .   c      6, 

et  les  inégalités  du  ij  1-  démontrent  rj u  on  doil  prendre 

///  =  3,         c  =  3. 
d'où 

r  =  s  =  o. 

Ainsi  la  développable  du  quatrième  ordre  est  de  la  troisième 
classe  cl  son  arête  de  rebroussemenl  esl  une  cubique  gauche  < j u i 
n'a  ni  point  de  rebroussement,  ni  plan  stationnaire. 

Développable  du  cinquième  ordre  :  //  =  5.  On  n 


et  les  inégalités 


obligent  à  prendr 
d'où 


m  -+-  c  =  8, 


2 


/•   =  S  =    I 


La  développable  du  cinquième  ordre  est  donc  de  la  quatrième 
classe  el  elle  a  pour  arête  de  rebroussement  une  quar tique  gauche 
ayant  un  point  de  rebroussemenl  el  un  plan  stationnaire. 

Développable  du  sixième  ordre  :  n  =  6.  On  a 

m-v-  c  =  io,        n*>4>        cf4- 
Il  v  a  trois  cas  à  considérer  : 

i°  m  —  4,        c  =  6, 

d'où 

r  =  o,         5  =  4- 

La  développable  est  de  la  sixième  classe  et  elle  esl  osculalrice 
à  une  quartique  gauche  unicursale  avant  quatre  plans  stationnaires 
el  pas  de  point  de  rebroussement. 

2°  m  =5,         c  =  5, 

d'où 

r  =  s  =  2. 

La  développable  esl  de  la  cinquième  classe  et  elle  a  pour  arête 
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de  rebroussemenl  une  quintique  ayanl  deux  points  de  rebrousse- 

mcnl  cl  deux  plans  stationnaires. 

3°  m  =6,        c  =  4, 

d'où 

/•  =  4-        *  =  o. 

Ce  cas  est  réciproque  du  premier;  la  développable  esl  de  la  qua- 
trième classe  et  elle  a  pour  arête  de  rebrou ssement  une  sexlique 
gauche  avant  quatre  points  de  rebroussemenl  et  pas  de  plan  ^la- 
tionnaire. 

Développables  du  septième  ordre  :  n  =  rj.  On  a 


5,  cf9. 

1  'i. 


On  obtient  trois  surfaces  distinctes  : 
i°  m  =  5,         c  =  ; 


(I     Mil 


La  développable  esl  de  la  septième  classe  el  die  esl  osculatrice 
à  une  quintique  gauche  ayanl  un  point  de  rebroussemeni  <i  cinq 
plans  stationnaires. 

'x°  m  =  6,         c  -    6, 

don 

/•  =  s  =  3. 

La  développable  est  de  la  sixième  classe  :  son  arête  de  rebrousse- 
menl est  une  sexlique  gauche  ayant  trois  points  de  rebroussemenl 
<i  trois  [dans  stationnaires. 

3°  m  =  7,        c  =  5, 

d'où 

r  =5,        s  =  i. 

Ce  cas  esl  corrélatif  du  premier. 

La  développable  esl  de  la  cinquième  classe;  son  arête  de  re- 
broussemenl esl  une  courbe  du  septième  ordre  ayanl  cinq  points 
de  rebroussemenl  el  un  seul  plan  stationnaire. 
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1  i.  Mous  ne  pousserons  \).>>  plus  loin  cette  énumération  el  nous 
non-,  bornerons  ;'■  montrer  comment  les  résultats  qui  précèdenl 
permettent  encore  de  déterminer  un  maximum  pour  le  nombre  des 
points  de  rebroussemenl  (rime  courbe  gauche  unicursale. 

On  a 

2, 


/'  —  i  m  —  a 

d'où 

n  =  ■>.  m  - 

-  >.  - 

-  /•. 

c  =  2(  n  — 

Or  on 

a 

n  -+-  -2 

c  -z  

ou,  en  remplaçant  c  el  //  par  leurs  valeurs, 

6  m  —  12  —  4  r  >  2  m  —  /•, 
d'où 

i  /»  —  \>, 
f<         3 

On  obtient  donc   une  valeur  maximum  de  /'  en  prenant  le  plus 

grand  entier  contenu  dans 5 Ainsi  une  cubique  gauche  n  a 

pas  de  point  de  rebroussemenl,  une  quartique  gauche  en  a  un  au 
plus,  une  quintique  gauche  deux  au  plus,  etc. 


COMPTES    RENDUS    DES    SÉANCES. 
SÉANCE    DU   (J   MAI    1891. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  Lucien  Lévv  :  Sur  le  déplacement  d' une  figure  déforme 

invariable. 

M..  Félix  Lucas  fait  la  Communication   suivante  : 

Sur  les  fondions  d'une  variable  imaginaire. 
Soit  /"(c)  une  fonction  de  la  variable  s=«a?+  yi  et  posons 
(1)  /(*)=rev+I"; 
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\   sera  le  logarithme  népérien  du  module  def(z)  et  l    l'argument 
Je  celte  fonction. 
On  a  identiquemenl 


(2) 

■/'' 

.or 

dy 

d'où 

(3) 

dV  _  dU 

O.r        Oy 

d\             ÙU 
ày             Or' 

(4) 

\à*)   +  \dï"'/ 

/OU     «        (0l 
'  \  Ox  ]        \dy  1 

On 

a  aussi 

(5) 

0.r2 

0\f 

d'où 

(6) 

d*V   ,    d*V  _ 
o.r-        dy2 

0'-  u  t  o-i  u  _ 

O.r-        dy* 

Par  chaque  point  (#,^k)  du  plan  passe  une  courbe  équimodu- 
laire  V=  const.,  à  laquelle  est  normal  le  vecteur  modulaire 


\/l 


t)'+(t 

v  dr  /        \  d  r 


dont  les  deux  projections  sont  —  \  t.  et  —  \  y. 

Pareillement,  on  peut  faire  passer  par  le  point  i ./ .  i  )  une 
courbe  équiargumentaire  U  =  const.,  à  laquelle  est  normal  le 
ri' eieur  argumentaire 


Y 


àuy     /du 

dx)  +  \  dr 


dont  les  deux  projections  sont  —  U',.  et  —  U',.. 

Les  équations  (3)  et  (4)  montrent  que  le  vecteur  modulaire  et 
le  vecteur  argumentaire  pour  un  même  point  du  plan  sont 
égaux  et  perpendiculaires  entre  eux.  Si  Ton  fait  tourner  le  se- 
cond d'un  angle  égal  à  -  dans  le  sens  (\\\   mouvement   des  aiguilles 

de  la  montre,  il  se  superpose  au  premier. 

Les  équations  (4)  el  (6)  monlrenl  que,  si  l'une  des  fonctions 
\  et  \  est  une  fonction  de  point,  il  en  est  de  même  de  la  se- 
conde. Supposons  que  <<i  i  <■  condition  soil  remplie,  nous  pourrons 
regarder  ces  dru\  fonctions  comme  des  potentiels  el  énoncer  le 
i  héorème  suivant  : 
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Les  courbes  équiar gumentaires  sont  les  lignes  de  force  cor- 
respondant aux  courbes  èquimodulaires  considérées  comme 
courbes  '/<•  niveau.  Et,  réciproquement,  les  courbes  èquimodu- 
laires sont  les  lignes  de  force  correspondant  aux  courbes  équi- 
ar gumentaires  considérées  comme  courbes  de  niveau. 

D'après  les  équations  (3),  la  force  modulaire  et  ta  force  argu- 
mentaire s'annulent  simultanément.  Appelons  points  neutres 
du  plan  les  points  sur  lesquels  ces  forces  s'annulent  ;  ce  sont  ;iussi 
les  points  on  lesquels  les  courbes  de  niveau  el  les  lignes  de  force 
présentent  des  points  nodanx. 

(  )n  a  identiquement 

f(z)  _  <W _  .  dV  _  dU       .  <>l 

/'i  s  i  ~   O.r         dy  ~  ~ùy       '  dx  ' 

par  conséquent,  les  points  neutres  'lu  plan  sont  les  points  ra- 
cines de  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  dérivée 
logarithmique  de  la  fonction  p  (z). 
Posons 


(8) 

i       ■    ,  / (dyY     (ÔY\2 

U'x 
—  arc  tan  g  =jr  ', 

nu ii s  aurons 

(9) 

Les   courbes   représentées   par   l'équation    V(  =  const.  sonl    les 

lignes  isovectorielles  de  la  fonction  f(z);  sur  chacune  d'elles,  la 
longueur  du  vecteur  est  constante  en  chaque  point. 

Les  courbes  représentées  par  l'équation  U,  =  const.  sont  les 
lignes  isocliniques  de  la  fonction  /'(.s);  sur  chacune  d'elles  le  vec- 
teur  reste  en  chaque  point  parallèle  à  une  droite  fixe. 

Les  formules  (3),  (4)  et  (6),  établies  entre  les  dérivées  partielles 
de  U  et  de  V,  existent  aussi  entre  les  dérivées  partielles  de  U,  et 
de  V|.  Il  en  résulte  notamment  que  les  lignes  isovectorielles  et 
les  lignes  isocliniques  forment  deux  systèmes  orthogonaux. 

Examinons  le  cas  où  la  fonction  f(z)  peut  s'exprimer  par  un 
produit  de  facteurs  binômes  de  la  forme  (z  —  Ç)K",  en  désignant 
par  !=;  +  v'  la  coordonnée  affixe  d'un  point  déterminé  du  plan, 
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et  par  [A  un  exposant  réel  (positif  ou  négatif,  commensurable  ou 
incommensurable).  Nous  aurons  alors 

(10)  /(*)  =  n(*-ç)i*. 

Posons 

(il)  z  —  Ç  =  reui\ 


nous  aurons 


(12) 


\     -  lo-  nép.  Il  rV-  —  X  ;j.  log  nép.r, 

U  =  -  u.  ni. 


La  fonction y( -S )  admet  pour  zéros  les  points  ^  auxquels  corres- 
pondent des  exposants  <x  positifs  et  pour  infinis  les  points  £  aux- 
quels correspondent  des  exposants  u.  négatifs. 

La  fonction  V  est  évidemment  un  potentiel  et,  par  conséquent, 
la  fonction  U  en  est  un  autre. 

i°  Assimilons  les  zéros  £à  des  centres  d'action  al  tirant  le  point;, 
proportionnellement  à  leur  masse  et  en  raison  inverse  de  la  dis- 
tance, et  les  infinis  "Ç  à  des  centres  d'action  repoussant  le  point  z 
suivant  la  même  loi.  Le  vecteur  modulaire  représentera  en  gran- 
deur et  en  direction  l'action  totale  exercée  sur  le  point  z. 

2°  Assimilons  les  zéros  Ç  à  des  sources  d'électricité  positive,  dé- 
bitant par  seconde,  sur  la  surface  du  plan  supposée  conductrice, 
les  quantités  u.,  et  les  infinis  Ç  à  des  sources  analogues  d'électricité 
négative.  Le  vecteur  modulaire  sera  parallèle  et  proportionne)  au 
flux  d'électricité  passant  au  point  s. 

3°  Supposant  le  plan  non  conducteur,  assimilons  les  zéros  Ç  aux 
points  de  passage  de  courants  électriques  indéfinis,  d'intensités  u. 
tous  de  même  direction  et  normaux  au  plan,  et  les  infinis  Ç  aux 
points  de  passage  de  courants  analogues,  mais  dirigés  en  sens  con- 
traire. Le  vecteur  argumentaire  sera  parallèle  et  proportionnel  à  la 
force  magnétique  au  point  ;. 

Dans  chacune  de  ces  h  vpo thèses,  les  points  neutres  du  plan  sont 

les  points  racines  >\u  numérateur  de  la  somme  des  fractions  simples 
— -  ;  ils  sont  en  nombre  inférieur  d'une  unité  à  celui  des  pi  nuls  Z. 
qui  peul  d'ai  Heurs  devenir  infini. 
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M.  Avi'ell  transmet  la  Note  suivante  : 

Remarque  sur  les  courbes  brachistochrones. 

(  )n  s;iii  que,  parmi  les  courbes  joignanl  deux  points  fixes  A  el  B, 

eelles  qui  rendent  minimum  une  intégrale  de  la  forme 

•.«fit 
I  =   /        ç(.r,  y,  z  )  ds 

vérifient  les  équations  différentielles 

/    dx  \      ào 

a  (  o  -=- ~  ds  —  o, 

\  '  ds  ;      dx 

dz\       da    , 

-r-  ) L  ds  =  o, 

ds  ]       dz 

qui  se  réduisent  à  deux.  Appelons  courbes  C  les  courbes  obtenues 
en  intégrant  ces  équations,  courbes  qui  dépendent  de  quatre  con- 
fiantes arbitraires  cl  qui  se  réduisent  à  des  droites  quand  cp  =  i. 
Ces  courbes  C  sont  les  trajectoires  d'un  point  libre  sollicité  par 
une  force  dérivant  de  la  fonction  des  forces 

U  ='[<?(*,  jr,*)]., 
ou  les  courbes  brachistochrones,  pour  une  loi  de  force  dérivant  de 
la  fonction  des  forces 

u'=r    ■    r. 

la  constante  des  forces  vives  étant  nulle  dans  les  deux  cas.  Elles 
ont  été  l'objet  de  nombreuses  recherches  qui  se  trouvent  résumées 
à  la  fin  du  deuxième  volume  des  Leçons  de  Géométrie  de  M.  Dar- 
boux,  recherches  qui  montrent  qu'on  peut  étendre  aux  courbes  C 
les  propriétés  des  lignes  droites,  ou,  plus  généralement,  des  lignes 
géodésiques  ('  ). 

Le  point  de  départ  de  cette  extension  réside  dans  ce  théorème 
de  MM.  Tait  et  Thomson  : 

Soient  deux  courbes  C  infiniment  voisines,  C  et  G|,  ayant 
pour  extrémités  A  et  B,  At  et  B,  ;  la  variation  de  l'intégrale!, 

(')  Voyez  aussi  les  Notes  de  M.  Aacloycr,  Comptes  rendus,  i885,  t.  Cil;  de 
M.  O.  Bonnet,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1887;  de  At.  Vicaire, 
domptes  rendus,  1888,  t.  GVI,  et  la  quatorzième  Leçon  de  mon  Cours  de  Méca- 
nique, rédigé  par  MM.  \braliam  el   hcla-^sus. 

MX.  7 
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quand  on  passe  de  C  à  Ci,  est 

—  AA,  (p(A)cosBAAt—  BB,  cp(B)  cosABB,. 

sp(A)  c/  'f  (B)  désignant  les  valeurs  de  ■z.ix,  y,  z)  aux  extré- 
mités A  e£  B. 

Les  conséquences  de  ce  théorème  sont  identiques  à  celles  qu'on 

déduit  du  théorème  analogue  sur  la  ligne  droite  (cp  =  i),  relative- 
ment à  la  théorie  des  surfaces  parallèles  (théorème  de  Tait  et 
Thomson),  des  développées,  des  lignes  de  courbure,  etc.,  à  con- 
dition de  remplacer  partout  les  longueurs  des  arcs  de  courbes 
par  les  valeurs  correspondantes  de  l'intégrale  I. 

Nous  voulons  attirer  surtout  l'attention  sur  ce  fait,  qui  ne  paraît 
pas  avoir  été  remarqué,  que,  si  l'on  interprète  ces  théorèmes  à  V  aide 
des  courbes  brachistochrones,  on  est  conduit  à  des  énoncés 
aussi  simples  que  pour  la  théorie  des  développées,  des  lignes  de 
courbure,  etc.,  en  remplaçant  partout  les  arcs  de  courbes  par  le 
temps  que  met  le  mobile  à  les  parcourir  sans  frottement,  la  con- 
stante des  forces  vives  étant  nulle. 

Mous  ne  nous  arrêtons  pas  ici  à  développer  celle  théorie,  ni  ;'i 
examiner  des  cas  particuliers,  qui  cependant  conduisent  à  quelques 
exercices  dignes  d'intérêt  sur  les  courbes  brachistochrones. 

M.  Guimaraes  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  une  équerre  cycloïdale  propre  à  effectuer 
la  rectification  des  ares  de  cercle. 

Soit  ÀMB  un  arc  de  cycloïde.  Si  PMP'  est  une  position  de 
son  cercle  générateur,  on  sait  que  arc  PM  =  l'A..  Supposons 
donc  qu'on  ait  taillé  dans  une  matière  quelconque  l'équérre  ACB 
donnant  par  son  côté  AB  le  gabarit  de  la  cycloïde.  I  Dérègle  étanl 
posée  le  long  de  la  tangente  xy  menée  au  cercle  O  par  le  point  P, 
il  n'y  aura  qu'à  faire  glisser  le  bord  AC  de  l'équérre  le  long  de 
cette  règle  jusqu'à  ce  que  le  bord  curviligne  \B  passe  au  point  M 
pour  avoir  AI*  =  arcMP. 

Si  l'arc  à  rectifier  iM,I\  a  un  rayon  diflférenl  de  OP,  il  suffit  de 
tracer  l'aie  concentrique  Ml'  de  même  ouverture  et,  après  I  avoir 
rectifié  en  PA,  de  prendre  le  point  de  rencontre  A«  de  OA  et  de 
la  tangente  en  l\  à  l'arc  primitif. 

L'équérre  cycloïdale    \.BC  permet  donc  de  ramener  les  divers 
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problèmes  qu'on  peut  se  proposer  sur  L'évaluation  des  Longueurs 
ci  la  division  des  arcs  aux  mêmes  problèmes  effectués  sur  des  seg- 
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ments  de  droites.  L'opération  matérielle  à  exécuter  n'est  pas  plus 
compliquée  que  celle  qu'exige  le  tracé  des  parallèles  avec  l'équerre 
ordinaire. 

En  particulier,  l'inscription  des  polygones  réguliers  dans  le 
cercle  est  très  simple  par  ce  moyen. 

Le  problème  de  la  division  des  angles,  se  ramenant  à  celui  de 
la  division  des  arcs,  reçoit  en  même  temps  une  solution. 


SÉANCE     DU    20    il  A I     1891. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COLLIGNON. 

Démission  :  M.  Bapst  adresse  sa  démission  de  membre  de  la 
Société. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  systèmes  de  courbes  transformées  liomo- 
graphiques  les  unes  des  autres. 

M.  Godefroy  adresse  par  l'intermédiaire  de  M.  Fouret  une  Note 
Sur  une  relation  entre  les  rayons  de  courbure  des  développées 
des  courbes  réciproques. 

M.  Fouret  :  Sur  un  problème  d'assurances. 

M.  Félix  Lucas  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire. 
.le  mets,  comme  dans  ma  précédente  Communication,  la  fonction 
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sous  la  formé 
(i)  /(*)  =  «▼+«'. 

Si  le  point  M,  représenté  par  z,  parcourt  un  élément  de  tra- 
jectoire 

dz  =  dx  -+-  i  dy, 

le  travail  correspondant  de  la  force  argumentaire  —  -—  >  — r—  est 

1  J  °  0x  dy 

Le  second  membre  de  cette  identité  représente  le  produit  de  la 
force  modulaire —  >  —  -r-»  par  la  projection  de  dz  sur  la  di- 
rection obtenue  en  faisant  tourner  cette  force  d'un  angle  droit  en 
sens  contraire  du  mouvement  des  aiguilles  de  la  montre;  c'est,  par 
conséquent,  le  /lux  de  force  modulaire  correspondant  au  par- 
cours dz;  de  là  ce  théorème  :  Lorsque  z  décrit  une  trajectoire 
quelconque,  le  flux  de  force  modulaire  est  égal  au  travail  ar- 
gumentaire. 

Considérons  le  cas  où 

(3.)  /(*)  =  n(*-ç)is 

Ç  coordonnée   d'un  point  five  G  du  plan,   jjl  exposant  réel   quel- 
conque (positif  ou  négatif,  commcnsurable  ou  non).  Posons 

(4)  z~Z  =  re<": 
nous  aurons 

(5)  f(z)  =  eS(J.tI0o'n«P.'M-«fl 
et,  par  conséquent, 

i  6  i  V  =  S  ^  log  aép.r. 

Les  projections  de  la  force  argumentaire  sont  donc 

,         0\  _         -jl         Or 
)         dx  r   à{  x  —  ;  ) 

/  _  '!l      _  l-      dr 


dy  r   d\  y  —i\  >' 

ce  sont  les  projections  d'une  force  centrale  exercée  sur  M  par  le 
point  C,  supposé  doué  de  la  masse  w.,  en  raison  inverse  de  la 
distance  MC,  cette  force  étanl  attractive  ou  répulsive,  suivanl  que 
u.  esl  positif  ou  négatif,  ou,  en  d'autres  termes,  suivant  que  u.  esl 
un  zéro  ou  un  Infini  de  /(&)< 

Faisons  décrire  à  M  un  contour  fermé  simple,  c  est-à-dire  n  ayant 
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aucun  point  noilal;  un  raisonnement  analogue  à  celui  par  lequel 
on  démontre  le  théorème  de  Green  relatif  aux  flux  de  force  dans 
L'espace  nous  conduit  au  théorème  suivant  :  Le  flux  de  force 
modulaire  relatif  à  un  contour  fermé  simple,  parcouru  en 
sens  contraire  du  mouvement  des  aiguilles  de  la  montre,  est 
égal  et  de  signe  contraire  au  produit  de  'jltz  par  la  somme 
algébrique  des  exposants  [x  des  zéros  et  des  infinis  de  f{z)  qui 
sont  situés  dans  l'intérieur  de  ce  contour. 

Les  flux  de  force  élémentaires  sont  évalués  comme  j)Ositifs  ou 
comme  négatifs  suivant  qu'ils  sont  sortants  ou  entrants. 

Examinons  le  cas  particulier  où  f(z)  est  un  polynôme  entier  du 
degré  p, 

(8)  /(*)  =  sP-h  At  */»-»  +  . . .+  Ap-i*  +  Ap, 

qui  ne  peut  pas  avoir  d'infinis  à  distance  finie.  Pour  un  point  s 
pris  à  une  distance  infiniment  grande  r  de  l'origine,  ce  polynôme 
tend  vers  zP,  en  sorte  que  Vtend  vers  —  p  lognép.  /'.  La  force  modu- 
laire correspondante  est  une  attraction  émanant  de  l'origine  des 
coordonnées  supposée  douée  de  la  masse/?;  le  flux  de  force  cor- 
respondant au  parcours  d'une  circonférence  de  rayon  /*  ayant  son 
centre  à  l'origine  des  coordonnées  est  — z~p',  par  conséquent  : 
La  somme  des  exposants  des  zéros  d'un  polynôme  de  degré  p 
est  égale  au  degré  p  de  ce  polynôme. 

Ce  polynôme  a  donc,  soit  un  zéro  multiple  du  degré  p,  soit 
plusieurs  zéros  distincts;  comme  l'existence  d'un  zéro  Ç  entraîne 
la  divisibilité  du  polynôme  par  (z  —  Ç),  les  exposants  des  zéros 
sont  nécessairement  tous  entiers;  de  là  cette  conséquence  : 

Théorème  de  Cauchy.  —  Une  équation  algébrique  du  degré  p 

a  toujours  un  système  de  racines,  réelles  ou  imaginaires, 
dont  les  degrés  de  multiplicité  donnent  une  somme  égale  au 
degré  p. 

Le  théorème  relatif  au  flux  de  force  modulaire  pour  un  contour 
fermé  simple  peut  aussi  s'énoncer  sous  la  forme  suivante  :  Le 
parcours  d'un  contour  fermé  simple  en  sens  contraire  du  mou- 
vement des  aiguilles  de  la  montre  fait  subir  à  l'argument  de 
la  fonction  f{z)  un  accroissement  égal  au  produit  de  2-  par 
la  somme  algébrique  des  exposants  des  zéros  et  des  infinis 
contenus  dans  V intérieur  de  ce  contour. 
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On  a,  on  effet, 

fdv  =/S? dx +fjf  dy  =  -f(ïïdx  '  3Ï  dy)  =  awm' 

m  désignant  la  somme  algébrique  des  exposants  [jl  des  zéros  et  des 
infinis  renfermés  dans  le  contour. 


M.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  le  mouvement  d'un  point  en  coordonnées  elliptiques. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point,  et  A,, 
L,  )>3  les  coordonnées  elliptiques  racines  de  l'équation 


a  i  -f-  À 


ar 


X 


X 


Les  équations  du  mouvement  d'un  point  libre  en  coordonnées 
elliptiques  ont  été  ramenées  à  des  quadratures  par  Jacobi  (  Vor- 
lesungen  iiber  Dynamik)  dans  le  cas  où  le  point  n'est  sollicité 
par  aucune  force,  ou  est  attiré  par  l'origine  proportionnellement 
à  la  distance.  La  méthode  de  Jacobi  conduit  encore  à  des  quadra- 
tures, comme  il  est  connu,  quand  le  point  est  en  outre  attiré  par 
chacun  des  plans  coordonnés  en  raison  inverse  du  cube  de  la  dis- 
tance. 

On  peut  ramener  aux  quadratures  le  cas  plus  général  où  le  point 
serait  sollicité  par  une  force  dérivant  dune  fonction  des  forces  de 
la  forme 

I        X,        U, 

i    x2    u2 
i    x,   u3 


II, 


u  = 


i     Ai     Xf 

.   x2  xi 

1         A,       H 


Ui  étant  fonction  de  la  seule  variable  Xj,  U2  de  A...  I  :{  de  A:1.  Il 
suffit  d'ajouter  U,,  U2,  Ua  aux  expressions  qui  figurent  sous  lés 
radicaux  dans  la  trentième  leçon  de  Jacobi.  Eu  particulier,  si  I  on 

suppose 

U,=  R(À,).        U,=  R(XS)        US=R(X8), 

Il  (X)  étant  mu'  fonction  rationnelle  de  a,  la  fonction  l  sera  ra- 
tionnelle ri  symétrique  en  /  ,,  )_..  A;;  ce   sera   donc   une   l'onction 
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rationnelle  de  .r2,  y-,  :■-  facile  ;'i  calculer,   \insi  l>(/.)       ;-  donne 


x'1       r2       z* 

h  - 1 i 

at        <t,       a3 

Cette  remarque  s'étend  évidemment  sous  l;i  même  forme  an  cas 
de  n  variables  traité  par  Jacobi. 

11  serai L  intéressant  d'obtenir  les  fonctions  de  forces  U  de  la 
forme  (î)  vérifianl  l'équation  du  potentiel 

rf^U  (J2U  fPV 

On  aurait  ainsi  de  nouveaux  problèmes  de  mouvement  d'un  point 
attiré  suivant  la  loi  de  Newton  pouvant  se  ramener  aux  quadra- 
tures. La  détermination  des  potentiels  U  de  la  forme  (i)  se  fera  à 
l'aide  de  la  transformation  bien  connue  de  l'équation  (2)  en  co- 
ordonnées elliptiques.  JNous  nous  bornons  à  indiquer  ce  dernier 
point  comme  un  exercice  de  ealcul. 

M.  n'OcAGNE  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  construction  des  cubiques  cuspidales  (unicursales 
de  la  troisième  classe). 

On  sait  (Salmon,  Courbes  planes,  traduction  Chemin,  p.  25^) 
que  l'équation  de  toute  cubique  cuspidale  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

X,  =  o  étant  la  tangente  1T  au  point  d'inflexion  I, 
X2=  o  la  tangente  R.T  au  point  de  rebrousseraient  R, 
X3  =  o  la  droite  IR  joignant  ces  deux  points. 

Dès  lors,  si  l'on  donne  les  points  d'inflexion  et  de  rebrousse- 
ment et  les  tangentes  en  ces  points,  c'est-à-dire  les  trois  cotés  du 
triangle  1RT,  il  suffira  d'une  condition  supplémentaire,  par 
exemple  de  la  connaissance  d'un  point  simple  I*,  pour  déterminer 
complètement  la  courbe. 

La  courbe  étant  ainsi  définie,  la  tangente  au  point  P  doit  se 
déduire  des  données.  Non.',  avons,  en  effet,  trouvé  que,  si  celte 
tangente  coupe  la  droite  IT  au  point  S  ci  que  la  droite  PR 
coupe  IT  au  point  U,  on  c/(IUTS)  =  —  \.  On  peut  encore  dire 
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que,  si  la  parallèle  menée  à  Plpar  T  coupe  PU  en  U'  et  PS  en  S'. 

cm    i  TU' 

on  a  S'U  —  — 

Si  la  droite  PR  csL  parallèle  à  IT,  le  point  U  est  rejeté  à  l'infini 
et  l'on  a  ce  théorème  :  Si  la  parallèle  à  la  tangente  d' inflexion 
menée  par  le  point  de  rebroussement  coupe  lu  cubique  nu  point 
P,,  la  tangente  en  P,  coupe  la  tangente  d'inflexion  en  un 
point  S,  tel  que  S,  I  =  —  2TI. 

Si  la  tangente  PS  est  parallèle  à  IT.  c'est  le  point  S  qui  est  re- 
jeté à  l'infini,  et  l'on  a  cet  autre  théorème  :  La  droite  qui  joint  le 
point  de  rebroussement  au  point  P2,  où  la  tangente  est  parai" 
lèle  à  la  tangente  d' inflexion,  coupe  celle-ci  en  un  point  \J2  tel 
que  TU2  =  —  2TI. 

On  voit  que  les  points  S|  et  U2,  qui  viennent  d'être  définis, 
sont  sjmëtriques  par  rapport  au  milieu  de  TI. 

La  cubique  cuspidale  étant  complètement  déterminée  par  le 
triangle  IRTet  le  point  P,  voici  comment  s'obtiendront  les  divers 
points  de  cette  cubique  au  moyen  de  ces  données  : 

RQ  étant  la  conjuguée  harmonique,  tracée  une  fois  pour 
toutes,  de  RP  par  rapport  à  RT  et  RI,  menons  par  le  point  T 
une  droite  quelconque  qui  coupe  RP  en  A.  RQ  en  B,  IP  en  C, 
et  prenons  le  conjugué  harmonique  D  de  C  par  rapport  ii  Act 
l>.  Le  point  de  rencontre  M  des  droites  R(>  et  ID  engendre  la 
cubique  lorsque  la  droite  TA  pivote  autour  du  point  T. 

La  tangente  en  M  sera  déterminée  de  la  même  façon  (pie  l'a  été 
précédemment  la  tangente  en  P. 

Si,  en  outre  du  triangle  RIT,  on  se  donnait,  comme  condition 
supplémentaire,  une  tangente  au  lieu  d'un  point,  on  n'aurait  qu'à 
déterminer,  au  moyen  du  premier  des  théorèmes  susénoncés,  le 
point  de  contact  de  cette  tangente  pour  être  ramené  au  cas  précé- 
dent. 

Ce  théorème  prend  d'ailleurs   une  forme   particulière  dans  les 
deux  cas  suivants  :  1"  Le  point  d'inflexion  est  à  l'infini.  La  ré- 
gi] TU 
lation  (Il    T  S  >  =   -  j  d<-\  ient  alors  ^  =—  {,  ou  US  =  —  •  20  Les 

tangentes  au  point  d'inflexion  et  au  point  de  rebroussement  sont 
parallèles.  Le  point   T  étanl  alors  à  l'infini,  on  a  -s  '.  ou 

us     '.,'■ 
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SÉANCE    DU    ::    JUIN    1891. 

PRÉSIDENCE    DE    M-    COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  Laisant  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  deux  problèmes  de  permutations. 

Dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  (séance 
du  ii  mai  1891),  j'ai  indiqué  une  solution  générale  <lu  problème 
suivant  : 

Trouver  le  nombre  des  permutations  sans  répétitions  que 
l'on  peut  former  avec  n  objets  différents  a,  b,  c,  . . . ,  //,  /,  cha- 
cune des  n  places  ne  ponçant  être  occupée  que  par  certains 
de  ces  objets. 

Si  l'on  appelle  #*,  />/,,  a,  ...  ceux  des  //  objets  qui  peuvent 
seuls  occuper  la  place  de  rang  I, ,  et  si  Ton  forme  le  produit 

(a, -4-  b1-hcl  +  ..  .)(a,-h  />,,•+-  c2h-.  .  .  ).  .  .(a„-+-  bn-h  c„-4-...) 
=  F(a,  b,  c /), 

on  trouve  que  le  nombre  cherché  a  pour  expression 

cl"  F(a,b,  c,  .  .  .,1) 
da  clb  de  ...cil 

Cette  formule  est,  dans  la  plupart  des  cas,  dune  application 
difficile,  à  cause  de  la  longueur  des  calculs.  Elle  peut  néanmoins 
être  d'une  certaine  utilité  en  ce  qu'elle  permet  de  vérifier  parfois 
numériquement  des  résultats  obtenus  par  une  voie  différente. 

J'en  donnerai  simplement  ici  deux  exemples,  en  me  bornant  à 
indiquer  sommairement  les  résultats. 

Problème  I.  —  n  groupes  de  deux  personnes  [mari  et  femme) 
devant  s'asseoir  autour  d'une  table,  et  les  n  femmes  s' étant 
assises  en  laissai}/  une  place  vide  entre  deux  quelconques 
d'entre  elles,  de  combien  de  manières  leurs  maris  peuvent-ils 
occuper  les  places  vides,  sous  la  condition  qu'un  mari  ne  se 
trouve  pas  à  côté  de  sa  femme? 

On  traduit  facilement  cette  question  par  la  suivante  :  Sur  un 
xiv.  8 
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échiquier  carré  de  n-  aises,  de  combien  de  manières  peut-on 
placer  n  tours  qui  ne  soient  pas  en  prise  réciproque  deux  à 
deux,  sous  la  condition  que  les  cases  i,  2  dans  la  première  co- 
lonne, 2,  3  dans  la  deuxième,  ...,  (n  —  1),  n  dans  la  (n  —  i)"i'"e, 
et  n,t  dans  la  ni('me,  restent  inoccupées? 

Cette  nouvelle  forme  de  la  question  m'a  permis  ('),  par  des 
considérations  simples,  mais  cependant  assez  délicates,  d'arriver  à 
la  formule  récurrente  suivante,  en  appelant  X„  le  nombre  cherché  : 

\  Y  "2 *  -H  I  /  V  Y  \  H        V 

(  I  I  A„+1  =    (  A..,  -4-  \n-\  )  H A,j_2. 

n  —  1  n  —  1 

On  a  aussi 

(a)  X„  m  =  ( '«  -+-  i)X„+  2.X„_i—  (#1 —  3)X„_2—  Xa-9. 

Enfin,  la  relation  (1)  permet  d'obtenir  la  suivante,  qui  est  due  à 
M.  le  colonel  Moreau,  mais  n'a  pas  encore  été  publiée, 

(3)  (n  -  i)Xb+1-(bî-  i)X„—  (n  +  i)X„_,  =  4(-  1  |». 

Le  calcul  numérique  des  valeurs  Xn  est  encore  facilité  par  celle 
remarque  :  si  l'on  pose  X„  =  X/tH-  2( —  i)w,  puis  — -  =Tfl,  on  ob- 
tient 

(4)  T„+1=  /iT*-+-     T*_,-t-a(— i)«, 
(  5  )                          T„+i  =  (n—  r)Tft+  nT„_t-i-  T„_2. 

Les  premières  valeurs  de  \„  sont  X3  =  1 ,  X,  =  2,  X-,  =  i3  ; 
ci  celles  de  T„  :  T4  =  o,  Ts  =  3,  T6  =  i3,  ce  qui  rend  facile  le 
calcul  des  valeurs  successives. 

La   fonction  l'\   donl    il  est   question   au  début  de   la   présente 

Noie  esl 

F(a,  b,  c, ..  .,h,l)  =  (s-  a  -  b)(s  —  b  —  c)...(s  —  h  -  h(s  -  l  -  a)  . 
en  posan 1 

s  =  a-+-b-¥-c-h.  ..-(-/(  +  /. 

L'application  de  la  méthode  indiquée  plus  haut  a  permis  de  vé- 
rifier  les  valeurs  obtenues  jusqu'à  //  =  10,  ci  de  s  assurer  ainsi, 


(')  Les  démonstrations  détaillées  figurent  dans   la    Théorie  des   nombres,  ût 
M    Edouard  Lucas.  Paris,  Gauthier-Villars  cl  fils;  1891. 
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par  voie  Indirecte,  <lc  l'exactitude  des  diverses   formules  récur- 
rentes écrites  plus  haut . 

Problème  II.  ■ —  Sur  un  échiquier  carré  de  n-  cases,  de  coin- 
bien  de  manières  peut-on  placer  n  tours  qui  ne  soient  ]>as  en 
prise  réciproque  deux  à  deux,  sous  la  condition  que  les  cases 
des  deux  diagonales  restent  inoccupées'.* 

Ce  problème,  analogue  au  précédent,  m'a  conduit  aux  deux  for- 
mules récurrentes  que  voiei,  en  appelant  \ ,,  le  nombre  cherché  : 

(6)  Y2/tH  =  2iYîn     -+-4"Y2„-i, 

(7)  Yg«+«  =  (a« -4-1  JYjjn-t -4-4/1 YM   2. 
En  posant 

^  2';  r»  ^  1,1  +  I  ,, 

=  ''in  El  j ; "    =  ^2«+l) 


2"(  n  —\)  %n+ln(  n  —  n 

on  obtient 

(8)  7,itl+i  =  Z2„     -4-2(/t  —  2)Z2,i_1, 

(9)  Z2n+2  =  (2/H-l)(rt  — -l)  Z2re+i-t-      (/?  —  2)Z2„_2. 

Les  premières  valeurs  sont 

Y2  =  o,         Y3  =  o,         Y4  =  4',         Y5  =  i6 
et 

Z3  —  o,         Zv  =  1 ,         Z5  =  i,         Z6  —  5. 

La  fonction  F,  en  posant,  comme  tout  à  l'heure, 

s  =  a4-i-i-c-(-,..-(-A4-/| 
est 

F(a,  b,  c.  ...,  /1,  /)  =  (.v  —  a—  /)(*  —  b  —  h).  ..(s—  h  —  b)(s  —  l  —  a). 

Il  y  a  un  facteur  du  milieu  lorsque  n  est  impair,  el  ce  facteur 
est  alors  de  la  forme  s  — j  ;  lorsque  n  est  pair,  on  a 

F  =  [(s  —  a—  l)(s  -b  —  h)..  .]*. 

Les  valeurs  fournies  par  l'application  de  la  méthode  indiquée 
ont  permis,  comme  précédemment,  de  vérifier  les  résultats  donnés 
par  les  formules  de  récurrence. 
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\  oici,  jusqu'à  n  =  10,  les  valeurs  numériques  obtenues  pour  \„ 
dans  le  premier  problème  el  Yn  dans  le  second  : 


// 

3 

k 

5 

6 

7 

in 

I 

2 

i3 

8o 

"'7'.) 

f« 

o 

4 

iG 

8o 

672 

8  9  10 

4738         43387         439792 
47V2         .^7^8         44OI9'-i 


M.  Haify  fait  une  Communication  Sur  la  détermination  des 
surfaces  spirales  d'après  leur  élément  linéaire.  Il  montre  que 
ce  problème,  déjà  résolu  par  M.  Maurice  Lévj  {Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXXVII,  p.  788)  dépend  de 

l'équation 

r2-t-y2=F(a?), 

qui  peut  être  intégrée  dans  un  certain  nombre  de  cas,  notamment 
quand  la  fonction  F  est  une  constante  ou  une  exponentielle.  Il 
rappelle  qu'une  équation  de  même  forme  détermine  les  géodési- 
ques  des  surfaces  spirales,  et  que  ces  lignes  ont  été  trouvées  par 
d'autres  moyens  pour  plusieurs  classes  de  spirales;  il  eu  déduit 
qu'on  peut  parfois  obtenir  au  moins  une  infinité  de  spirales  ad- 
mettant un  élémenl  linéaire  donné. 


M.  d'Ocagne  présente,  au  sujet  de  la  Communication  précé- 
dente, la  remarque  que  voici  : 

L'équat  ion  différentielle 

^2_|_ y'i—   F(.r  ). 

rencontrée  par  M.  Raffy  au  cours  de  ses  recherches  sur  les  sur- 
faces spirales,  se  présente  encore  (lorsqu'on  \  remplace  respecti- 
vement ./'  et  »  par  les  coordonnées  polaires  to  et  p)  dans  un  autre 
genre  de  recherche  géométrique. 

.Te  rappellerai  d'abord  que  j'ai  appelé  isométriques  d'une 
courbe  C  par  rapport  aux  droites  issues  d'un  point  <  ),  les  courbes 
dont  les  arcs  compris  entre  deux  droites  quelconques  issues  du 
point  O  sont  égaux  à  Tare  de  la  courbe  C  compris  cuire  les 
mêmes  droites. 

Cela  posé,  et  l'origine  étant  placée  au  point  (  >,  on  voil  aisé- 
ment que  l'équation  différentielle  des  isométriques  cherchées  est 

'    u>), 
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cofto)  t';ianL  la  dérivée  -*-   <!<•  l'arc  de  la  com  lie  <  !  donnée  par  rap- 
porl  à  l'angle  polaire. 

Analytique  ment,  le  problème  esl  donc  identique  à  celui  qu'a 
envisagé  M.  Raffy  au  sujet  des  surfaces  spirales. 

Je  l'ai  résolu  complètement  dans  le  cas  où  la  courbe  Ç  don- 
née est  une  droite  (Bulletin  de  la  Société  mathématique, 
i.  \lll,  |>.  -.">,  et  t.  \\  11,  p.  171)-  La  fonction  =f(w)  est  alors  inver- 
sement proportionnelle  à  cos2a>. 


SÉANCE    DU   17    JUIN    1891. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    VICAIRE. 

Communications  : 

M.  de  Mendizabal  présente  les  épreuves  d'un  Recueil  de  Tables 
logarithmiques  et  trigonométriques  qu'il  va  publier  incessam- 
ment. 

M.  Lucien  Lévv  :  Sur  les  systèmes  de  surfaces  triplement 
orthogonales. 

M.  Beghin  :  Sur  certaines  singularités  que  peuvent  présenta 
les  fonctions  monodromes  r/ui  admettent  des  espaces  lacu- 
naires. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  représentation  graphique  d 'une  dusse 
d' équations  à  quatre  variables. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Relation  entre  les  rayons  de  courbure  des  développées 
des  courbes  réciproques;  par  M.  R.  Godefuoy. 

Suivant  M.  Habich  [£«/•  un  système  particulier  de  coordon- 
nées, etc.  (Annali di Matemalica,  t.  II,  1868)],  deux  courbes  (À), 
(B)  sont  dites  réciproques  par  rapport  à  une  courbe  (C),  si  elles 
coupent  constamment  sous  des  angles  supplémentaires  les  tan- 
gentes de  (CA  Les  centres  de  courbure  de  ces  courbes  en  deux 
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points  correspondants  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  où  la  droite 
mobile  louche  son  enveloppe.  Ce  théorème  a  été  déduit  par 
M.  Habich   de    la  formule 


(/■,  /•'  rayons  de  courbure  des  deux  courbes;  n,  n  longueurs  des 
normales  limitées  aux  points  où  elles  coupent  la  normale  à  l'enve- 
loppe de  la  droite)  dont  il  a  donné  la  démonstration  pour  le  cas 
plus  général  où  la  somme  des  angles  de  la  droite  avec  les  deux 
courbes  est  constante. 

Cette  formule  avait  été  établie  par  M.  Nicolaidès  dans  le  cas 
particulier  de  courbes  réciproques  par  rapport  à  un  point  (Nouv. 
Ann.,  2e  série,  t.  IV;  i865). 

Voici  d'abord  une  démonstration  directe  fort  simple,  et  sans 
doute  connue,  de  la  propriété  des  centres  de  courbure  de  deux 
courbes  réciproques.  Les  triangles  formés  par  deux  éléments  d'arcs 
correspondants  des  courbes  (A),  (B)  et  par  les  normales  à  leurs 
extrémités  sont  homologiques.  La  tangente  au  lieu  du  point  de 
rencontre  de  deux  normales  correspondantes  passe  en  effet  au 
point  de  concours  des  tangentes  correspondantes  de  (A)  et  (B). 
D'où  il  suit  immédiatement  que  les  centres  de  courbure  en  A  el  B 
et  le  point  où  AB  touche  son  enveloppe  sont  en  ligne  droite. 

Si  B,  IV  sont  les  rayons  de  courbure  et  L,  L'  les  distances  des 
centres  de  courbure  au  point  où  AB  touche  son  enveloppe,  on 
peut  dire  que  la  liaison  entre  les  rayons  de  courbure  el  le  point 
de  l'enveloppe  est  exprimée  par  la  relation 

.  R       IV 

Nous  nous  servirons  tout  à  l'heure  du  théorème  qui  vient  d'être 
rappelé,  pour  démontrer  la  relation  existant  entre  les  rayons  de 
courbure  des  développées  des  courbes  réciproques  et  celui  de  la 
courbe  enveloppe  de  la  droite  mobile 

Mais,  auparavant,  nous  nous  occuperons  du  problème  sui- 
vanl  (■) : 

Les  tangentes  en  deux  points  !..  L,  des  <nurl><-s  (L),  (Lt)  se 

{ '  )  Le  lecti  m  i-i  | le  faire  les  figu  ; 


—  111  - 

coupent  en    \.   La  droite   LL|    enveloppant    une   courbe   \  \l  i 

qiCelle  touche  en  M,  le  point    \  décrit   une  courbe  (A)  dont  lu 
normale  est  \\\  Trouver  la  relation  existant  entre  les  rayons 

de  courbure  r,  /•,  en  L,  L,,  les  longueurs  Li\I     =  /,  L,  M  —  /,  et 

les  (//tries 

ALM  =  X,        AL1M  =  X,,         LAP  L1AP  =  a1. 

Une  formule  bien  connue,  duc  à  Newton,  donne 

l        dL    \l., 
1  '2  '  lx~~  dL,    AL  : 

mais 

d\j  =  ri.         r/Lj  —  r\Zy, 

e,  £,  étant  les  angles  de  contingence  de  (L)  et  (Lt)Jen  L  el  L,. 

Par  suite 

dL   _  r     s 

Le  rapport   —  est  égal  au  rapport  des  segments  de  la  normale  Al* 

compris  entre  A  et  les  normales  en  L,  et  L.  Or  ces  segments  sont 

égaux  à 

AL,  AL 

et 


cos  a 
on  a  donc 

dL  rALj  cos  a 

rfLj        /-j  AL  cosa[ 

La  formule  (  2)  devient  alors 


que  nous  écrirons 


1 

/•AL 

,  cos  a 

lt  ~ 

i-ÂT' 

-    -   > 
cosat 

1 

li  ~  / 

/•  sin 

À  cos  y. 

,  -in'2 

Ai  cdS3:| 

'•  sin 

-A  COS  X 

_  /'1 

>iri2  >.  1  cosX[ 

'  Il 

C'est  la  relation  que  nous  avions  en  vue. 

Tout  ceci  est,  en  somme,  parfaitement  connu  (  Voust,    inalyse 
infinitésimale  des  courbes  planes,  Livre  II,  Cliap.  IV,  p.  2q4). 

Ce   n'est,   au   surplus,   que   l'application   au    cas    considéré    du 
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théorème  général  de  M.  Mannheim  sur  le  déplacement  infiniment 
petit  des  figures  polygonales  de  forme  variable  (Sur  les  polygones 
plans  inscrits  et  circonscrits,  à  la  suite  des  Applications  d'A- 
nalyse et  de  Géométrie  de  Poncelet  et  Géométrie  descriptive, 
i5e  Leçon,  Supplément). 

On  remarquera,  en  passant,  L'usage  qui  peut  être  fait  de  la  rela- 
tion précédente,  dont  nous  n'utiliserons  qu'un  cas  particulier 
pour  l'objet  qui  nous  occupe. 

Si  AL  se  confond  avec  la  normale  en  A,  /■  est  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  développée  de  A.  La  formule  devient 

rsin2X  _  /'!  sin2À!  cosaj 
____  _  _ 

Si  deux  courbes  (A)  et  (A')  jouissent  de  cette  propriété  que 
leurs  centres  de  courbure  en  deux  points  correspondants  A  et  A' 
soient  constamment  sur  une  droite  passant  au  point  L,,  où  la 
droite  AA'  touche  son  enveloppe,  les  rayons  de  courbure  de  leurs 
développées  sont  liés  entre  eux  et  avec  les  éléments  déjà  consi- 
dérés par  les  formules 

/•sin2À        r'sin*X'        /,  sin2),! 
/cosetj         /'cosï,  lt 

Ces  formules  sont  applicables  aux  cas  suivants  : 

i°  Une    courbe    B    est    telle    que   le   rapport  ^-^  des   distances 

de  chacun  de  ses  points  à  deux  courbes  (A)  et  (A')  est  constant. 
Les  centres  de  courbure  de  (A)  et  (A')  en  deux  points  correspon- 
dants A,  A' sont  alors  en  ligne  droite  avec  le  point  où  AA'  louche 
son  enveloppe.  On  le  voit,  comme  précédemment,  par  la  considé- 
ration de  deux  triangles  homologiques.  Les  rayons  de  courbure 
des  développées  de  (A),  de  (A')  et  de  l'enveloppe  de  AA'  satis- 
font, par  suite,  à  la  relation  (3)  (Application  aux  caustiques  par 
réfraction,  etc.)  (  '  ). 

a0  Courbes  réciproques.  —   La  relation  cherchée  est  simplc- 


(')  Le  problème  de  la  détermination  <lc>  rayons  «le  courbure  des  caustiques 
par  réfraction  ;i  déjà  été  traité  par  M.  Mannheim  [Développements  de  Géométrie 
cinématique,  pages  5i  à  6a  de  la  Collection  de  Mémoires  publiés  par  la  S 
Philomathique,  à  l'occasion  du  centenaire  de  sa  fondation,  année  i888) 
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ment 

/  sin2X  _  /-'sin-A'        /-,  sin2  À,  cosa, 
T~     =  V         =  /, 

(  application  aux  caustiques  par  réflexion.) 

Le  cas  particulier  le  plus  remarquable  est  celui  des  courbes 
transformées  par  rajons  vecteurs  réciproques.  L'enveloppe  de  LL' 
étant  le  pôle  de  transformation,  r,  est  nul,  cl  la  liaison  entre  le 
rayon  de  courbure  d'une  courbe  et  celui  de  sa  transformée  est 
simplemenl  exprimée  par  la  formule 

(4) 

Soient  LC,  LC  les  rayons  de  courbure  des  développées  de  (A)  et 

de  (A');   menons  L/C,  —  L' G'  parallèlement  à  LC  ;   de  C  et  Cj, 

abaissons  des  perpendiculaires  sur  LL',  puis  des  pieds  de  celles-ci 

des  perpendiculaires  sur  LC  et  L'C,  ;  D  et  D'  sont  sur  ces  droites 

les  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

On  a 

LD  =  /-sin2X,         L'D'=  r'sin*X', 

par  suite 

LE)  _  L/D' 

~T  ~  ~T' 

Les  points  D  et  D'  sont  donc  en  ligne  droite  avec  le  pôle  de 
transformation. 

Ceci  indique  la  construction  à  effectuer  pour  obtenir  l'un  des 
rayons  de  courbure  connaissant  l'autre.  L'un  des  centres  de  cour- 
bure permet  d'avoir  l'un  des  points  D  ou  D';  on  en  déduit  l'autre 
et,  par  une  construction  inverse,  le  rayon  de  courbure  inconnu. 
Les  cas  particuliers  sont  nombreux.  Nous  ne  nous  y  arrêtons  pas. 

La  courbe  (A'),  polaire  réciproque  d'une  courbe  quelconque  (C), 
laconique  auxiliaire  étant  une  circonférence,  est  la  transformée 
par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  podaire  (A)  de  (C)  par  rap- 
port au  centre  du  cercle.  Les  relations  (i)  et  (i)  sont,  par  suite, 
applicables  à  ces  courbes.  On  a  ainsi  les  relations  entre  les  rayons 
de  courbure  des  développées  d'une  courbe,  de  sa  podaire  et  de  sa 
polaire  réciproque. 
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Développement  du  quotient  de  deux  fonctions  holomorphes, 
théorie  des  séries  récurrentes  ('  )  ;  par  M.  oe  Puesle. 

1.  Quotient  de  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  variable.  —  Soient  le  dividende,  le  diviseur, 
le  quotient 

«o  -+-  a,\X  -t-  a2 x2 -+-  a:ixz  ■+- .  .  . . 
b0-h  bi.r  -T-  b^x'1  -t-  b3x3  ~h .  .  . , 
C0  -+-  C]  X  -t-  c2  X2  -+-  C3  X3  -h  .  .  .  . 

On  a,  en  égalant  les  coefficients  de  xP  dans  le  dividende  et  dans 
le  produit  du  diviseur  par  le  quotient, 

(i)  ap=  bpC0-+-  b,,-xcl-+-  6p_2c2-H.  .  .-t-  bp-qcq-\-...-\-  b0cp, 

relation  permettant  de  calculer,  de  proche  en  proche,  les  coef- 
ficients du  quotient.  On  pourrait,  par  là,  obtenir  la  formule  don- 
nant un  coefficient  quelconque;  nous  préférons  employer  une 
autre  méthode. 

Remarquons  que,  si  Ton  connaissait  les  coefficients  /  du  quo- 
tient, dans  le  cas  où  le  dividende  serait  l'unité,  on  aurait 

(l)  C,,  =  «^/o-4-  «/»-l  l\.  +  Clp—ili-h-  .  .+  ap-qlq-\-.  .  .-t-  «o  V 

Nous  sommes  ramené  à  ce  dernier  cas,  et  nous  allons  d'abord  cher- 
cher la  formule  des  coefficients  /  dans  le  cas  où  b0  est  l'unité. 

2.  Inverse  cV une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  variable  et  dont  le  premier  terme  est  V 'unité. 
—  De  la  relation  (i)  dans  laquelle  nous  supposons  r/0  et  A,,  égaux 
à  l'unité  et  tous  les  autres  a  nuls,  nous  déduisons 

l0  =  i . 
b\  -t-  1%  =  o. 

b%  ■+■  bv  /,  -+-  l2  =  o, 

//  ;  +  b-i  li  ■+■  bi  l°-\-  li  =  o, 

A,        A:i/,  -i-  &2/2-t-  bi  l3-h  l;  —  o, 

A,'    A>,/i-    b3  /._,+  /;,/;(-+-  bi  /4  -+-  lr,  =  o, 


(■)  L'équalion  servant  de  base  à  cette  théorie  est  la  même  que  celle  donnée 
par  M.  Désiré  ^.ndré  dans  sa  thèse  Sur  le  terme  général  d'une  sérié  déter- 
minée à  la  façon  des  séries  récurrentes 
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Le  calcul  des  valeurs  de  /  donne 


h=-by, 

l,=  —  62  +    b\, 

h  =—  63+26,6,—     b\, 

4=  —  6V  -+-  ib3bi  -+-     b\ 

16,61 -r-     6j . 

h  =  —  &s  H-  2  61 61  -4-  2  6:3  62 

-3636?-  36^ 

-H  {6,6?—  6v, 


On  reconnaît  les  lois  suivantes  de  formation  : 

1"  lp  se  compose  de  tous  les  termes  de  poids  p  que  Von  peut 
former  avec  les  b  jusqu'à  bp  inclusivement  : 

20  Ces  termes  sont  positifs  ou  négatifs,  selon  que  le  nombre 
de  leurs  facteurs  est  pair  ou  impair  ; 

3°  Le  coefficient  de  chaque  terme  est  le  coefficient  polyno- 
inial  qu'il  aurait,  eu  égard  au  nombre  des  facteurs  et  à  leurs 
exposants. 

L'exactitude  de  ces  lois  se  démontre  en  faisant  voir  que,  si  elles 
ont  lieu  jusqu'à  un  certain  indice,  elles  auront  encore  lieu  pour 
l'indice  suivant.  Aucune  difficulté  pour  les  deux  premières. 

Pour  la  troisième,  nous  allons  raisonner  sur  un  cas  particulier; 
mais  il  sera  évident  que  la  conclusion  est  générale. 

Considérons  le  terme   b^b^b*   de  degré  12  et  de  poids  23  ;  il 

appartient  à  /23-  Le  coefficient  de  ce  terme  est  égal  à  la  somme 

des  coefficients  des  trois  termes  suivants  de  degré  1 1  : 

b%b\b\  de  poids  22  appartenant  à  /22, 

b\b\b\  »         21  »  /2ii 

b\b\b\  »         20  »  /2Û. 

Les  coefficients  de  ces  derniers  termes,  suivant  la  loi  polvno- 

miale,  sont 

11!  11!  11! 


4  !  2  !  5  !  '  5  !  3  ! 


ou 


3  !  2  !  4  !  4  •  3  3  !  2  !  4  !   4  •  5  3  !  -^  !  4  !  3.5 

dont  la  somme  est 

i  1  1  ri!  (5  -4-  3  -t-  4) 


i  !  2  !  4  !  V  4 . 3        4 .  j        3.5/  1  !  ■).  !  4  !  5 .  3  .  /, 

ce  qu  il  fallail  démontrer. 
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3.  Inverse  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  variable  et  dont  le  premier  (er nu-  est  quel- 
conque. —  Mêmes  notations  que  précédemment,  seulement  b0 
et  l0  sont  différents  <le  l'unité  ;  nous  ramènerons  ce  cas  au  précé- 
dent en  remplaçant  bq  par  -^-  et  divisant  par  b0  le  résultai  obtenu  ; 
donc  : 

l0  est  égal  j-  et  I ,,  s'obtient  en  for  mont  la  même  expression 

que  précédemment,  en  la  rendant  de  degré  p  à  l'aide  de  fac- 
teurs b0  et  en  la  divisant  ensuite  par  b%+i . 

Par  exemple,  on  aura 

_  —  b-ab\  -h  %b,,  hx  b%^>l>d>ib%  —  ?>b;d)\b\  —  ?>b\  6,  b\  -t-  jb,b\  6„  — 6j 

'  ~  b* 

ï.  Développement  de  fonctions.  —  La  question  de  conver- 
gence réservée,  les  relations  précédentes  donnent  les  coeffi- 
cients  des  fonctions  qui  sont  les  quotients  de  fonctions  dont  on 
connaît  la  loi  de  développement,  telles  que 

tango?,     cota?,     sécr,     cosécr. 

Les  mêmes  relations  donnent  également  les  coefficients  du  dé- 
veloppement  des  fonctions  rationnelles.  Si  l'on  désigne  par  n 
et  m  les  plus  forts  exposants  du  numérateur  cl  du  dénominateur, 
d'après  la  relation  (ï),  on  aura,  si  n  n'est  pas  moindre  que  //?, 

(3)  bm  e„-„l+l  -t-  b,n-i  c„ .—  ,„+9-+-.  . .-+■  b0cn+i  =  O, 
et,  si  n  est  moindre  que  m. 

(4)  6/«c0-t-  b,n-lci->r. .  .-h  b0c„,  =  o. 

Les  mêmes  relations  auront  lieu  en  augmentant  d'un  même 
nombre  Les  indices  des  coefficients  du  quotient  à  partir  des  limites 
précédentes.  De  là,  une  nouvelle  notion,  celle  de  la  récurrence 

des  séries. 

'».    Définition  des  séries  récurrentes.  —  Une  série 
r0-r-  Cyx  -4-  c2.r2-4-  c3 .r3 -4-  .  .  .  -+-  c„ xn-\-.  .  . 

esl   dite  récurrente.  Lorsque,  pour  toutes  les  valeurs  de  p  supé- 
rieures i  une  certaine  limite,  le  coefficienl  «le  w  peut  s'exprimer, 


—  11/  — 

quel  (jue  soii/>,  par  une  même  fonction  linéaire  des  coefficients 
des  puissances  inférieures  pris  en  nombre  fixe. 

En  d'autres  termes,  La  série  considérée  sera  récurrente  si,  pour 
toutes  les  valeurs  de  p  qui  surpassent  une  certaine  limite,  on  a 
identiquement 

bmcp-m-\-  i„,-iC/i-/n+i  -+-. .  .-+-  b^Cp  =  o, 

p  étant  un  entier  quelconque,  et  bmibm_i,  ...,  /;„  des  quantités 
constantes,  dont  la  suite  est  l'échelle  de  relation  de  la  série  récur- 
rente. 

0.  Quand  une  fraction  rationnelle,  peut  se  développer  en 
une  série  convergente  suivant  les  puissances  croissantes  de  la 
variable,  celle  série  est  récurrente.  (Nous  supposons  un  terme 
indépendant  de  la  variable  au  numérateur  et  au  dénominateur). 
—  Les  constantes  de  l'échelle  de  relation  sont  les  coefficients 
du  dénominateur  placés  par  ordre  d'indices  décroissants.  Si  le 
degré  du  numérateur  est  moindre  que  le  degré  du  dénominateur, 
la  première  relation  de  récurrence  contient  les  coefficients  du  quo- 
tient dont  les  indices  sont  les  exposants  de  la  variable  au  déno- 
minateur, placés  par  ordre  d'indices  décroissants.  Si  le  degré  du 
numérateur  n'est  pas  moindre  que  le  degré  du  dénominateur,  les 
indices  des  coefficients  du  quotient  seront  augmentés  d'un  même 
nombre,  de  telle  sorte  que  l'indice  le  plus  fort  soit  égal  au  degré 
du  numérateur  augmenté  d'une  unité. 

Démonstration  donnée  au  n°4. 

7.  Quand  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  la  variable  est  à  la  fois  convergente  et  récur- 
rente, elle  a  pour  somme  une  fraction  rationnelle.  (Nous 
supposons  que  la  série  contient  un  terme  indépendant  de  la  va- 
riable.) —  Le  dénominateur  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  pro- 
duits des  constantes  de  l'échelle  de  relation,  placées  en  ordre 
inverse,  par  des  puissances  de  la  variable  croissant  à  partir  de  l'ex- 
posant zéro.  Si,  dans  la  première  relation  de  récurrence,  le  plus 
faible  des  indices  des  coefficients  de  la  série  n'est  pas  nul,  le  degré 
du  numérateur  est  égal  au  plus  fort  de  ces  indices  diminué  d'une 
unité. 

En  cflet,  si  l'on  forme  une  fraction  rationnelle,  dont  le  dénomi- 


118 


Dateur  satisfasse  à  la  règle  énoncée,  et  si  l'on  calcule  les  tenues 
du  numérateur  d'après  la  relation  (i),  le  développement  de  celle 
fraction  rationnelle  scia  identique  à  la  série  proposée. 


Note  sur  les  intersections  de  trois  quadriques ; 
par  M.  Félix  Lucas. 

Soient  U  =  o,  V=o,  W=  o  les  équations  de  Irois  qua- 
driques, se  coupant  en  huit  points  M,  réels  ou  imaginaires. 

Désignons  par  .r,,  r,.  zx  les  coordonnées  d'un  point  d'inlerscc- 
lion  M,  et  posons 


y 


y\ 


Les  équations  des  quadriques  peuvent    s'écrire  de  la  manière; 
suivante  : 

(a?  — a?,)Uç  -^(  y—yx)\}'.n  -4-  <  ^  —  -,)  Uç  =0, 
(a?  —  a?,)  Vg  -+-  ( y  —y,  )  V;  +  (z  —  *i )  V;  =  o, 
{x  —  .r,  )  Wg-f-  (  v  —  j',  )  VV^-f-  {z  —  Zi)  Vs":  =  o  ; 

car  les  premiers  membres  de  ces  trois  équations  sonl  identiques  à 

U,  V,  w. 

En  éliminant  (x  —  xK  ),  [y  — y  ,  ),  {:•  —  z,  ),  nous  obtenons  l'é- 
quation d'une  surface  du  troisième  degré  en  ./'.  r,  z, 

v'f    u;    u; 


V: 


v:    v; 


wj    w,   w; 

qui  pa^sc  par  les  sept  points  d'intersection  autres  que  M1  des  trois 
quadriques  données.  En  considérant  £,  r(,  Ç  comme  des  coordon- 
nées courantes,  on  oblicnl  une  autre  surface  du  troisième  degré 
qui  passe  par  le  milieu  des  vingt-huil  cordes  communes  aux  trois 
quadriques. 

11  est  clair,  d'ailleurs,  que  l'on  obtiendrait  la  même  équation  en 
cherchanl  le  lien  géométrique  des  centres  (ç,  tj,  Ç)  <\cs  quadriques 
qui  passenl  par  les  huil  points  M.  el  dont  l'équation  générale  esl 


À  U  -f-  u  V  -+-  v  \\       o 
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Donc  les  milieux  des  vingt-huit  cordes  communes  à  trois 
quadriques  appartiennent  à  une  surface  du  troisième  ordre 
qui  est  le  lieu  des  centres  des  quadriques  passant  par  les  huit 
points  d'intersection  des  trois  premières» 

11  est  à  remarquer  que  celle  surface  du  troisième  degré  reste 
invariable  si  l'on  regarde  comme  arbitraires  les  termes  constants 
de  U,  V,  W;  elle  est,  par  conséquent,  le  lieu  géométrique  des 
milieux  des   vingt-huit  cordes  communes  à  trois  quadriques 

quelconques  dont  les  équations  diffèrent  de  celles  de  If,  V,  W, 
par  leurs  1er  mes  constants  respectifs. 


COMPTES    RENDUS    DES    SÉANCES. 
SÉANCE   DU    1er  JUILLET   1891. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COLLIGXON. 

Communications  : 

M.  D.  André  expose  une  démonstration  nouvelle  du  théorème 
suivant,  donné  autrefois  par  lui  :  Parmi  les  permutations  de  n 
nombres  distincts,  n  étant  égal  ou  supérieur  à  quatre,  lenombre 
de  celles  qui  présentent  un  nombre  pair  de  séquences  est  égal 
au  nombre  de  celles  qui  en  présentent  un  nombre  impair. 

M.  Laisanl  :  Généralisation  d'une  transformation  qui  inter- 
vient dans  un  problème  récemment  proposé. 

M.  d'Ocagne  présente  quelques  observations  sur  le  même  sujet. 

M.  Beghin  :  Sur  une  question  d'Arithmétique  à  laquelle 
donne  lieu  l'étude  des  points  isolés  d' une  fonction  à  espaces 
lacunaires. 

M.  Laisanl  présente  une  observation  sur  le  même  sujet. 


SÉANCE     DU     15    JUILLET     1891. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    D'OCAGNE. 

Communications  : 

M.  Lemoine  :  Sur  une  transformation  relative  à  la  géomé- 
trie du  tria  nul' 
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M.  Iiiill'v  :  Sur  la  déformation  de  certaines  surfaces  de  ré- 
volution. 

M.  Bioche  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  classe  de  surfaces  gauches. 

11  peut  arriver,  comme  je  l'ai  fait  remarquer  dans  une  Commu- 
nication verbale  à  la  Société,  que  les  lignes  asymptotiques  d'une 
surface  réglée  se  transforment  les  unes  dans  les  autres  par  homo- 
graphie. Je  me  suis  proposé  de  déterminer  parmi  les  surfaces 
réglées,  dont  les  génératrices  font  partie  d'un  complexe  linéaire, 
celles  qui  possèdent  la  propriété  énoncée.  Voici  les  résultats  aux- 
quels je  suis  parvenu. 

On  peut  reconnaître  par  de  simples  considérations  géométriques 
que  les  génératrices  de  ces  surfaces  rencontrent  au  moins  une 
droite.  Ces  surfaces  se  déduisent  donc  par  homographie  des  sur- 
faces à  plan  directeur. 

Si  Ion  suppose  les  points  homologues  situés  sur  une  même  gé- 
nératrice, la  condition  nécessaire  et  suffisante  est  que  les  tangentes 
d'une  asymptotique  quelconque  appartiennent  à  un  complexe 
linéaire.  Les  génératrices  de  la  surface  font  alors  partie  d'une 
congruence  linéaire.  Les  surfaces  répondant  aux  conditions  pro- 
posées sont  donc  les  transformées  homographiques  des  conoïdes, 
ou  des  surfaces  dont  l'équation  générale  peut  s'écrire 

ay  =  xjs+  F  (s). 

Ces  dernières  sont  les  surfaces  dont  les  génératrices  font  partie 
d'une  congruence  singulière  avant  pour  directrice  la  droite  à  l'in- 
fini du  plan  z  =  o. 

Si  l'on  ne  suppose  pas  les  points  homologues  situés  sur  une 
même  génératrice,  on  trouve  d'autres  surfaces  qui  se  déduisent  par 
homographie  de  la  surface  à  plan  directeur  représentée  par  les 
équations 

i   i  0Sb)  —  iFSÏnu)  —  ftc""'\  :■  —  bei"'\ 
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SÉANCE   DU  4   NOVEMBRE   1891. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   COIAIGNON. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  les  transformations  homo graphiques   qui 

laissent  inaltérée  une  congruence  linéaire . 

M.  Raffy  :  Sur  des  déformations  imaginaires  de  certaines 
surfaces. 

M.  Laisant  fait  la  Communication  suivante  : 

Note  sur  L'interpolation  successive. 

L'inconvénient  des  formules  classiques  d'interpolation,  au  point 
de  vue  des  applications  pratiques,  réside  dans  la  longueur  des 
calculs  qu'elles  exigent,  et  dont  quelques-uns  sont  parfois  inutiles. 
Le  but  de  celte  Note  est  d'indiquer  un  procédé,  plutôt  qu'une 
formule  nouvelle,  qui  permet,  nous  semble-t-il.  d'abréger  consi- 
dérablement les  opérations. 

Supposons  qu'une  fonction  d'une  seule  variable  indépendante  y, 
représentant,  par  exemple,  un  phénomène  physique  dont  on  se 
propose  de  trouver  la  loi,  ait  été  déterminée  pour  n  valeurs, 
#,,  x2,  .••,  xn  de  cette  variable,  et  qu'elle  prenne  respective- 
ment les  valeurs  correspondantes 

JTi,    r-2.     •••<    Yn- 

Si,  par  l'une  quelconque  des  méthodes  et  formules  connues,  on 
a  obtenu  une  fonction  u  de  x  qui  satisfait  aux  conditions  ci-dessus, 
la  loi  cherchée  est  convenablement  indiquée  par  la  relation 

d)  y=**, 

dans  la  limite  des  observations  enregistrées. 
La  formule 

y  —  u,  -+-  (a?  —  Tt)(.r  —  x2)...  O  —  xn)/(x), 

et  plus  particulièrement 

(a)  y  =  u^-i<(x  —  xl)(x  —  x2)...{x  —  .r,l  i, 

satisfera  également  aux  conditions  énumérées. 

XIX.  Q 
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Suit  maintenant  qu'une  observation  ou  une  expérience  nouvelle 
nous  apprenne  que,  pour  une  nouvelle  valeur  xllJr{  de  la  variable, 
la  fonction  doit  prendre  la  valeur yn+t ■  La  formule  (i),  si  l'on  y 
remplaçait  x  par  s„+i,  donnerait  pour  y  une  valeur  ull+l  généra- 
lement différente.  Donc,  en  écrivant  la  formule  (2)  après  cette 
substitution,  nous  aurons 

yn+i  =  «„  +  i-i-  k(xn+i  —  X^iXn+x—  -r.2  1.  .  .(#„+,—  x„  1 

relation  qui  nous  déterminera  le  coefficient  /.  : 

(3;  A  = Xn^~ua+i 

Cette  détermination  de  h~  nous  permet  donc  de  pas  er  de  la  for- 
mule (1)  à  la  formule  (2).  On  remarquera  que  le  numérateur  de  A~ 
est  la  différence  entre  la  valeur  observée  de  la  fonction,  et  sa  va- 
leur  calculée  par  la  formule  (  1). 

En  faisant  tout  d'abord  /i  =  2,  auquel  cas  la  loi  cherchée  est 
représentée  suffisamment  par  une  relation  linéaire,  ou  graphique- 
ment par  une  droite,  on  voit  qu'on  pourra  calculer  de  proche  en 
proche  des  formules  successives  qui  permettront  de  serrer,  pour 
ainsi  dire,  de  plus  eu  plus  près,  le  phénomène  dont  on  veut  repré- 
senter analytiquemenl  la  loi. 

Dans  le  cas  particulier  remarquable  où  les  valeurs  de  la  variable 
se  succèdent  en  progression  arithmétique  de  raison  //.  comme 
dans  la  formule  classique  de  Newton,  on  voit  que  la  relation  (3") 
de\  ient 

"     i — î * 

n  .  h'1 

Si  la  différence y»+\  —  itn+\>  entre  les  valeurs  observées  et  cal- 
culées, devient  tellement  faible  que  la  valeur  qui  s'ensuivra  pour 

k(x  —  Xi)(x  —  x2) . .  .(x—  xn  >. 

dans  les  limites  intéressantes  au  point  de  vue  du  phénomène, 
soit  inférieure  aux  erreurs  physiques  inévitables,  on  pourra  sup- 
primer ce  terme,  et  la  formule  (1)  conviendra  alors  à  la  représen- 
tation de  la  loi,  même  avec  une  observation  de  plus. 

Comme  exemple  très  simple,  soit  qu'aux  temps  ".  1.  a,  3,  1 
un  mobile  ait  parcouru  les  espaces  7,  8,  m.  16,  a3,  successive- 
ment. D'après  les  deux  premières  observations,  la  loi   du  tnouve- 


menl  est  représentée  par  y      -  |  /.  Ecrivons 
i-       7       /       kt(t       m. 

e.i  remplaçons  y  par  m,  t  par  ■>..   Alors  2       k,i.  1 ,  d'où  /        1  cl 

V  =  n  -\-  t- .  "S On  s  ;i  mous  alors 

1       7      /••/,'/(/      1  )  (  t       i)\ 

en  remplaçant/^  par  i<>,  /  par  •>.  il  s'ensuil  /.'    :  o.  Enfin  écrivons 

y  —  7      1-      h  h  1    -  \)(t  —  n)(t  —  3); 

les  valeurs  1  23,  /--  \  donnent  k"=.o.  Par  conséqaent  le 
mouvement  observé  esl  complètement  représenté  par  La  formule 
y  =  7+  /-. 

M.  d'Ocagwe  en  présentant  son  livre  intitulé  :  homographie. 
Les  calculs  usuels  effectués  ou  moyen  des  abaques  1  '  l,  où  il 
expose  une  théorie  générale  de  la  construction  des  Tableaux  gra- 
phiques de  calculs  tout  faits  ou  abaques,  indique  les  particulari- 
tés au  point  de  vue  mathématique  de  cet  Ouvrage,  écrit  avant  tout 
dans  un  1ml  technique.  Il  croit  pouvoir,  notamment,  signaler 
l'emploi,  fait  en  vue  d'un  objet  absolument  pratique,  des  principes 
de  dualité  et  ^homographie  dont  l'usage  semblait  jusqu'ici  ré- 
servé aux  recherches  purement  spéculatives. 

Le  premier  de  ces  principes  lui  a  permis  de  substituer,  pour  les 
équations  qu'il  appelle  à  tri/île  réglure,  aux  abaques  à  droites 
isoplèthes  des  abaques  à  jaunis  isoplèthes  qui,  tout  en  étant  aussi 
simples  de  construction,  moyennant  l'emploi  des  coordonnées  pa- 
rallèles, sont  d'une  lecture  bien  plus  facile  et  se  prêtent  bien  mieux 
aux  interpolations  à  vue.  Ils  ont  encore  l'avantage,  que  ne  pré- 
sentent point  le>  précédents,  de  permettre,  dans  certains  cas. 
l'introduction  de  une,  deux  et  trois  nouvelles  variables.  On  con- 
çoit, en  effet,  qu'on  puisse,  au  moyen  d'un  nouveau  paramètre, 
faire  varier  l'un  des  systèmes  de  points  isoplèthes  en  le  représen- 
tant dans  chacune  de  ses  nouvelles  positions.  Pareille  opération 
serait  impossible  avec  les  systèmes  de  droites  isoplèthes,  car  la 
superposition  sur  une  même  feuille  de  ces  divers  systèmes  pro- 
duirait un  enchevêtrement  non  seulement  inextricable  à  l'œil,  mais 
même  matériellement  irréalisable. 

(  ')  I'.n-i-..  GauthieM  iltars  h   fils,   1891. 
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Quant  au  principe  d'homographie,  il  intervient  utilement  pour 
permettre  de  substituer  à  un  abaque  primitivement  construit, 
où  certaines  courbes  sont  trop  rapprochées  ou  coupées  par  cer- 
taines droites  sous  un  angle  trop  petit,  un  autre  abaque  ne  pré- 
sentant pas  ces  inconvénients 


SÉANCE   DU   18  NOVEMBRE   1891. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    COLLIGNOX. 

Communications  : 

M.  Lemoine  :  Sur  la  transformation  continue. 

M.  Fouret  :  Sur  les  points  singuliers  des  équations  différen- 
tielles à  deux  variables,  du  prenne/-  ordre  et  du  premier 
degré. 

M.  Humbert  :  Sur  fa  sur/ace  desmîque  du  quatrième  ordre. 

M,  Catalan  adresse  cinq  ÎXoles  Sur  quelques  théorèmes  d\ Ana- 
lyse et  d  Arithmétique. 

M.  Bioche  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  surfaces  réglées  qui  passent  par  une  courbe  et  coupent 
sous  un  angle  constant  la  développable  des  tangentes. 

On  sait  que,  si  l'on  considère  les  développables  qui  coupent 
sous  un  angle  constant  la  développable  des  tangentes  d'une 
courbe  c,  le  lieu  des  génératrices  de  ces  développabJes  qui  passent 
par  un  point  de  c  est  un  cône  du  deuxième  degré.  Ce  cône  a  nom- 
plan  principal  le  plan  rectifiant;  pour  génératrices  principales,  la 
tangente  et  la  droite  rectifiante;  les  sections  circulaires  sonl  per- 
pendiculaires à  ces  droites. 

Pour  qu'une  droite  liée  invariablemenl  au  trièdre  d'une  courbe 
engendre  une  développable,  il  faut  et  il  suffit  que  le  cône,  dont 
je  viens  de  parler,  soit  de  grandeur  constante  el  que  la  droite  soil 
sur  ce  cône.  Si  ces  conditions  sonl  réalisées,  la  courbe  c  esl  une 
hélice. 

On  peut  généraliser  ces  résultais  en  considérant,  au  lieu  des 
développables,  des  surfaces  réglées  qui  auraient,  Loul  le  long  de  la 
courbe  c  nue  courbure  totale  dont  la  valeur  ne  dépendrai!  que  des 
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coordonnées  du  pied  <!<■  chaque  génératrice  sur  la  courbe.  Les  dé- 
veloppables  correspondent  au  cas  où  celte  courbure  serait  con- 
stamment nulle.  Dans  le  cas  plus  généra]  dont  je  viens  de  parler, 
on  trouve  les  résultats  suivants. 

Le  lieu  des  génératrices  qui  passent  par  un  poinl  de  c  ri  (pu  cor- 
respondent à  des  surfaces  ayant  en  ce  point  même  courbure  totale 
se  compose  de  deux  cônes  du  deuxième  degré  F,  17.  Ces  cônes  ont 
tous  deux  pour  plan  principal  le  plan  rectifiant;  ils  contiennent 
Ions  deux  la  tangente  à  la  courbe  c,  et  les  plans  perpendiculaires 
à  c  les  coupent  l'un  et  l'autre  suivant  des  cercles. 

Les  autres  génératrices,  situées  dans  le  plan  rectifiant,  forment, 
avec  la  tangente  et  la  droite  rectifiante,  un  faisceau  harmonique. 
Plus  généralement  :  tout  plan  passant  par  la  tangente  coupe  le  cône 
des  développables  et  les  cônes  F,  F',  suivant  des  droites  qui  con- 
stituent, avec  la  tangente,  un  faisceau  harmonique. 

Si  la  valeur  absolue  de  la  courbure  est  égale  au  carré  de  la  tor- 
sion, l'un  des  deux  cônes,  Y  ou  T',  se  réduit  à  un  système  de  deux 
plans  :  le  plan  osculaleur  et  le  plan  normal. 

Pour  qu'une  droite,  liée  invariablement  au  trièdre,  engendre 
une  surface  réglée,  pour  laquelle  la  courbure  totale  soit  constante 
le  long  de  la  courbe  c,  il  faut  et  il  suffit  qu'un  des  cônes  soit  de 
grandeur  constante,  et  que  la  droite  soit  située  sur  ce  cône.  Si  ces 
conditions  sont  réalisées,  la  courbe  c  est  une  courbe  de  M.  Ber- 
trand. La  génératrice  principale  du  cône,  autre  que  la  tangente, 
est  la  génératrice  de  la  surface  réglée  qui  admet  c  comme  ligne  de 
striction  et  qui  est  applicable  sur  un  hyperboloïde  de  révolution; 
elle  est  parallèle  à  la  binormale  de  la  courbe  conjuguée. 

Si  la  courbe  c  est  à  torsion  constante,  le  cône  se  réduit  à  deux 
plans. 

Si  la  courbe  c  est  à  courbure  constante,  le  cône  se  réduit  à  la 
tangente  à  celte  courbe. 

M.  F.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 

Exemples  de  fonctions  de  plusieurs  variables  admettant  un 
groupe  de  substitutions  linéaires  ennuies. 

M.  Fuchs  a  obtenu,  par  l'inversion  des  intégrales  de  certaines 
équations  différentielles  linéaires,  des  fonctions  de  deux  variables 
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indépendantes  ./•  d  r  qui  ne  changent  pas  de  valeur  quand  on 
remplace  x  et  y  par  ax.-\-by  +  c  et  e/'.r -+- 6'y -f- c',  a,  6,  c, 
a!,  //,  c'  désignant  des  constantes  déterminées.  Nous  nous  propo- 
sons de  former  directement,  à  laide  de  séries  ou  de  produits  infi- 
nis, des  fonctions  de  celte  nature  n'ayant  pas  de  singularités  essen- 
tielles à  distance  finie  :  ces  fonctions  se  rattachent  aussi  aux 
fonctions  livperfuchsiennes  de  M.  Picard. 

1.  Pour  donner  d'abord  un  exemple  élémentaire,  formons,  avec 
des  fonctions  0,  une  fonction  méromorphe  fN^x),  doublement  pé- 
riodique de  troisième  espèce,  vérifiant  les  deux  relations 

fn(x  -t-arci)  =  /*(*),        /»(ap  +  aa)=  e-»*fn{x), 

où  a  désigne  une  constante  et  n  un  entier  positif,  négatif  ou  nul. 
Si  l'on  considère  la  somme 


(■tendue  à  différentes  valeurs  de  n,  les  lettres  A„  désignant  des 
constantes,  cette  somme  définit  une  fonction  s(.r.  ri  vérifiant  les 
relations 

(  i  )     o(x  —  i-  i,  y  )  =  o(  x,  y  -+-  2~i)  —  o( x  ■+-  ia,  y  -+-  x)  =  ep  (x,  y  >. 

La  fonction  o  admet  donc  un  groupe  de  substitutions  linéaires 
entières. 

t>.  Les  fonctions  précédentes  sont  des  polynômes  en  eï  et  e  v; 
voici  des  fonctions  transcendantes  en  er  vérifiant  les  mêmes  rela- 
tions (i ).  Soit  a  une  constante  dont  la  partie  réelle  est  négative; 
posons 

tn~  ean*+{x— tt)n+yt  ()„  =  e»^2"", 

cl  désignons  par  \{(t,  0)  une  fonction  rationnelle  de  /  et  0,  6nie 
pour  /       o.  Les  expressions 

/»:=-(- oo 

?(■*•,  .r)  =  j]  [i-*»R(*«,M] 

n  =  -  « 

définissent   des   fonctions  vérifîanl    les  relations  (i).  En  effet,  le 
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changement  de  x  en  x  4-  2 a  el  <l<-  r  m  r  •  -./:  change  /„  en  tn+{ 
et  9W  <m)  0„+l.  Quand  l>(/,  9)  est  un  polynôme  en  /  multiplié  par 
une  fonction  rationnelle  de  0,  la  première  des  expressions  ci- 
dessus  donne  les  fonctions  du  n"  1. 

!>.  Nous  terminerons  m  rattachant  au  même  point  de  vue  des 
fonctions  de  trois  variables,  dont  nous  avons  indiqué  la  formation 
dans  une  Note  insérée  dans  les  Annales  de  la  Faculté  de  Mar- 
seille,  1891  (').  Si  l'on  considère  la  fonction  entière  de  .r,  y.  z, 

<p{  .'•.  y,  z)  =V  e""'1  •  '",,-fi  r«1+**»> 

et  si  l'on  forme  les  fonctions 


F(*,r,*)-nj 


V=l 


IMX.J'.   ,)=2, ^~ 

v=i 

où    les   constantes   Av  ont  une   somme   /tulle,  ainsi  que   les  con- 
stantes vv — y!,,  ces  fonctions  vérifient  les  relations 

Elles  admettent  donc  un  groupe  de  substitutions  linéaires  en- 
tières. 

(')  Dans  celte  Note  les  constantes  <xv,  <x[,  p„,  [^    doivent  être  supposées  nulles. 


L 

M       N 

X 

y     & 

tl.r 

dy     dz 
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MEMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Sur  les  points  singuliers  des  équations  différentielles  à  deux 
variables,  du  premier  ordre  et  du  premier  degré;  par 
M.  G.  Fouret. 

1.  En  rendant  homogène,  par  l'introduction  d'une  troisième 
variable,  une  équation  différentielle  à  deux  variables,  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré,  on  la  met  sous  la  forme 


(«) 


L,  M,  N  étant  des  fonctions  homogènes,  d'un  même  degré  d'ho- 
mogénéité, de  x,y,z.  Si  l'on  considère  ces  trois  variables  comme 
les  coordonnées  d'un  point  par  rapport  à  un  triangle  de  référence 
ABC,  l'équation  (i)  définit  un  système  de  courbes  que  l'on  peut 
appeler  courbes  intégrales  de  cette  équation.  Par  un  point  quel- 
conque du  plan  du  triangle  ABC  passe  une  de  ces  courbes  et  une 
seule. 

Il  y  a  exception  toutefois  pour  les  points  dont  les  coordonnées 
vérifient  les  équations 

L        M        N 
(2)  -=—  =  -, 

x        y        z 

et  que  l'on  appelle  points  singuliers  de  l'équation  différentielle. 
Supposons  que  L,  M  et  N  soient  des  fonctions  algébriques  en- 
tières d'un  même  degré  A,  c'est-à-dire,  suivant  une  dénomination 
employée  par  M.  Poincaré(l),  que  l'équation  différentielle  soit 
de  /iième  dimension.  Alors  le  nombre  des  points  singuliers  est 
k-  -+-  A-  +  1  • 

Cette  proposition   a  déjà  été  démontrée  par  M.  Darboux,  dans 


(';  Sur  l'intégration   algébrique  des  équations  différentielles  du  premier 
ordre  et  (tu  premier  degré  (Bendiconti  di  Circolo  matematico  di  Palermo, 

t.     \,      |>.      i6]    I 
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son  beau  Mi-moire  sur  les  équations  différentielles  algé- 
briques ('  ). 

On  peut  aussi  L'établir  très  simplement  à  L'aide  des  considéra- 
tions suivantes,  qui  présentent  en  elles-mêmes  quelque  intérêt. 

2.   Remarquons  d'abord  qu'une  droite  quelconque 

(3)  Ax-i-By  -h  Cz  =  o 

est  touchée  en  k  points  par  les  courbes  intégrales  de  l'équa- 
tion (i).  En  effet,  pour  un  pareil  point,  x,  y,  z,  dx,  dy:  dz  doi- 
vent vérifier  simultanément  les  équations  (i),  (3)  et 

(4  )  A  dx  -4-  B  dy  -+-  G  dz  =  o. 

Mais  l'équation  (i)  peut  s'écrire 


AI 

y 


AL- 

Ax 


BM 

■  By 


CN 
Cz 


dx     dy     A.  dx -h  B  dy -h  G  dz 

et  se  réduit,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4),  à 

AL  -h  BM  +  CN  =  o. 

Cette  équation,  de  degré  k,  détermine,  concurremment  avec 
l'équation  (3),  les  coordonnées  de  k  points,  qui  sont  les  points  de 
contact  de  la  droite  (3)  avec  les  courbes  intégrales.  On  voit  ainsi 
que  ces  courbes  forment  un  système  dont  les  caractéristiques 
sont  i  et  k. 

3.  De  ce  qui  précède  on  conclut  immédiatement  que  le  lieu 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  même  point  P 
aux  courbes  intégra fes  est  de  degré  k  -h  i  ;  car,  par  le  point  P, 
passe  une  de  ces  courbes,  et  toute  droite  issue  de  P  est  touchée 
par  celles-ci  en  k  points. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  former  l'équation  de  ce  lieu.  Soient, 
en  effet,  <7,  b,  c  les  coordonnées   du  point   P.   La   ligure  montre 


(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2e  série,  l.  II,  p.  84- 
Le  même  théorème,  énoncé  sous  une   forme   un    peu   différente,  es!   également 
démontré  dans  les  Leçons  de  Géométrie  de  Clebsch  et  Lindemann  (t.  I.  p.  rooi). 
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immédiatement  qu'entre  ces  coordonnées  et  celles  du  point  de 
contact  d'une  tangente  menée  de  P  à  Tune  des  courbes  existent 
les  relations 

dx  rly  dz 

a  —  x        b  — y        c  —  z 

L'élimination  de  r/.r.  ily.  dz  entre  ces  relations  et  l'équation  Ci) 
fournit  l'équation  du  lieu  sous  la  forme 


(5) 


L     M     N 

x     y      z 
abc 


On  reconnaît  là  l'équation  d'une  courbe  de  degré  k  -f-  i  qui  passe 
par  le  point  P.  On  voit  de  plus  que  cette  courbe  passe  par  les 
points  singuliers  de  V équation  différentielle  (i);  car  son  équa- 
tion est  évidemment  vérifiée  par  les  systèmes  de  valeurs  de  J%  r,  z, 
qui  vérifient  les  équations  (2). 

4.  Lorsque  l'on  fait  varier  le  point  P,  et  par  conséquent  #,  £>,  c, 
de  toutes  les  manières  possibles,  les  courbes  (5)  varient  en  for- 
mant un  réseau  d'une  espèce  particulière,  dont  certaines  propriétés 
intéressantes  ont  été  signalées  par  Laguerre  ( ').  Si  le  point  P  se 
déplace  sur  une  droite'A,  les  courbes  (5),  correspondant  aux  di- 
verses positions  que  prend  alors  ce  point,  forment  un  faisceau; 
car,  les  coordonnées  «,  b  et  c  étant  liées  par  une  relation  linéaire, 
l'équation  (5)  ne  contient  plus  qu'un  paramètre  arbitraire  au  pre- 
mier degré.  Les  courbes  du  faisceau  ont  en  commun  (A  +  i)2 
points,  parmi  lesquels  se  trouvent  nécessairement  les  k  points  en 
lesquels  la  droite  A  est  tangente  à  des  courbes  intégrales  (1). 
Les  k2-+-k-\-i  autres  sont  les  points  singuliers  de  l'équation 
différentielle,  dont  le  nombre  se  trouve  ainsi  déterminé. 

."».  Si  l'on  suppose  A"  =  i,  l'équation  (1)  se  réduit  à  l'équatiou 
différentielle  de  Jacobi.  Les  points  singuliers,  qui  sont  alors  au 
nombre  de  l  rois,  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  complètement 
l'ensemble  des  courbes  intégrales.   Il   faut   de  plus  connaître  un 


(')    Sur  certains  réseau. i    singuliers  formes  par  îles  eaur/ies    ///ânes  [Bulle- 
tin de  la  Société  mathématique,  1.  VI,  p.  129  ;ï  1  36). 
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certain  rapport  anharmonique.  On  peul  alors,  à  1  aide  de  ces  don- 
nées, obtenir,  en  quelque  sorte  géométriquement,  I  intégrale  de 
l'équation  de  Jacobi,  ainsi  que  je  l'ai  fait  voir',  il  y  a  quelques 
années  ('  ). 

Dans  l'hypothèse  A"=2,  !<■>  points  singuliers,  an  nombre  de 
sej)t,  déterminent  complètement,  quand  ils  -oui  distincts,  le  sys.- 
tème  «les  courbes  intégrales  (-). 

La  connaissance  de  ces  points  permet  alors,  comme  on  va  le 
voir,  de  construire  géométriquement,  dune  manière  élégante,  la 
tangente,  en  un  point  quelconque  du  plan,  à  la  courbe  intégrale 
qui  y  passe.  Soit,  en  effet,  H  la  tangente,  en  un  point  M,  à  une  de 
ces  courbes.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
aux  courbes  intégrales  par  un  point  quelconque  P  de  (-)  est  une 
cubique  (art.  3),  el  les  cubiques  qui  correspondent  ainsi  aux  di- 
vers points  P  de  ("),  forment  un  faisceau,  c'est-à-dire  ont  neul 
points  communs,  dont  sept  sont  les  points  singuliers  donnés,  et 
les  deux  autres  sont  les  points  où  les  courbes  intégrales  touchent  ("). 
Or,  par  hypothèse,  un  de  ces  deux  derniers  points  est  le  point.  M. 
L'autre,  ('"tant  joint  à  M,  donnera  précisément  la  droite  (-).  Vinsi, 
riant  donnés,  dans  un  plan,  sept  points  distincts,  que  l'on 
considère  comme  les  points  singuliers  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  'lu  premier  degré  et  de  seconde 
dimension,  In  tangente,  en  un  point  M  quelconque  du  plan,  à 
la  courbe  intégrale  qui  y  passe,  s'obtient  en  joignant  ee  point 
au  neuvième  point  commun  aux  cubiques  qui  passent  par  M  et 
par  les  sept  points  singuliers. 

6.  J'ai  indiqué,  il  y  a  quelques  années,  comment  les  rela- 
tions de  position  des  sept  points  singuliers  permettent,  dans  cer- 
tains cas,  de  prévoir  la  nature  et  la  forme  de  l'intégrale  (3).  Je 
n'y  reviendrai  pas  ici.  Je  rappellerai  seulement,  pour  la  géné- 
raliser, cette  remarque  immédiate  qu'une  équation  différentielle 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXVIII,  p.  i6g3  el 
i837. 

(2)  Lorsque  k  dépasse  2,  les  À-  /,  1  points  singuliers  ne  sonL  pus  indépen- 
dants les  uns  des  autres,  comme  j'ai  eu  déjà  l'occasion  de  le  faire  remarquer 
{Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences.  t.  I.WW  I.  y.  586)r. 

(  •  1  thiil. 
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définissant  un  faisceau  de  coniques  est  de  deuxième  dimension 
et  a  pour  points  singuliers  les  quatre  points  communs  à  ces  co- 
niques et  les  trois  points  d'intersection  de  leurs  couples  de  sé- 
cantes communes.  Considérons  de  même  le  faisceau  le  plus  gé- 
néral de  courbes  planes  du  m,e'"L'  degré.  Les  points  de  contact  de 
ces  courbes  avec  une  droite  quelconque  de  leur  plan  étant,  comme 
on  sait,  au  nombre  de  i{m —  i),  la  dimension  de  l'équation  diffé- 
rentielle de  ce  faisceau  sera  égale  à  ce  nombre.  Si  du  nombre  total 
des  points  singuliers,  égal  à  \{m  —  i)2  -+-  2(m  —  1)  -+-  i ,  on  déduit 
le  nombre  m-  des  points  communs  aux  courbes  du  faisceau,  on 
obtient  le  nombre  total  des  points  doubles  de  l'ensemble  de  ces 
courbes,  égal,  comme  on  le  sait  d'ailleurs,  à  3(/?«  —  i)2. 

7.  Je  vais,  pour  terminer,  donner  un  nouvel  exemple  du  parti 
que  Ton  peut  tirer  des  points  singuliers  dune  équation  différen- 
tielle, pour  l'intégration  de  cette  équation.  On  connaît  les  propo- 
sitions si  remarquables  données  par  M.  Darboux,  dans  le  Mé- 
moire que  j'ai  déjà  rappelé,  d'après  lesquelles,  à  l'aide  d'un  nombre 
suffisant  d'intégrales  particulières  d'une  équation  différentielle, 
on  peut  obtenir  l'intégrale  générale. 

La  proposition  suivante  me  parait  pouvoir  être  utilisée,  dans  la 
recherche  de  ces  intégrales  particulières  :  Si  une  équation  dif- 
férentielle du  premier  degré  et  de  kième  dimension  a  plus  de 
mk-\-n  points  sur  une  courbe  algébrique  du  mume  ordre  et 
de  la  n'ème  classe,  elle  admet  celte  courbe  comme  intégrale 
particulière.  C'est  là  une  conséquence  immédiate  d'un  théorème 
bien  connu,  consistant  en  ce  que  les  courbes  d'un  système,  de 
caractéristiques  ;j.  et  v,  touchent  une  courbe  algébrique  du 
mième  orr/re  ct  cle  [a  nième  clnsse  en  un  nombre  de  points  au 
plus  égal  ii  /wv  +  nu.  11  suffit  de  supposer  vjl  =  i ,  v  =  k  et  de 
remarquer  que  toute  courbe  passant  par  un  point  singulier  du 
système  est  touchée  en  un  point  par  une  des  courbes  de  ce  sys- 
tème, pour  en  conclure  la  proposition  énoncée. 
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Sur  une  transforma/ion  relative  à  la  géométrie  du  triangle; 
par  M.  E.  Lemoine. 

J'ai  donné  an  Congrès  de  Limoges  {Association  française 
pour  l'avancement  des  Sciences,  1890)  un  grand  nombre  de  for- 
mules se  rapportanl  à  la  Géométrie  du  triangle.  En  appelant  a,  b, 
ci  A,  li,  C,  r,  t'at  il,,  /-,.,  l{,  p,  8,  Sa,  0/,,  Bc  les  trois  côtés,  les  trois 
angles,  les  rayons  des  quatre  cercles  tangents  aux  trois  côtés,  le 
rayon  du  cercle  circonscrit,  le  demi-périmètre  el  les  quatre  quan- 
tités, 4R  +  '',  4R  —  /'«,  \  \{  —  /•/,,  4  R  —  />,  on  a,  par  exemple, 

«2  +  11  ^  C2  =  2(  />2  _  rg)  =  a  [Qo  —«)*-+-  r«8a], 

>*  +  4  +  J*c  =  (S2  —  2/>2)2, 

/■l  4-  r£  h-  r*  =  [S2  —  a Qo  —  a)* ]2, 
La3cos  A  =  i^-*  (p*—ro  —  3R»), 


X  rt   COS2  A  =  0 


R 

/>2(R-;) 


/'  cos2  A  -+-  rc  cos2B  -t-  r/j  cos2  C  =  ort 


K- 

(/>  —  a)»(R-t-/-ft) 
R2 


L'emploi  de  ces  formules  facilite  souvent  la  résolution  de  pro- 
blèmes assez  compliqués, .  et  nous  allons  le  montrer  à  propos  de 
trois  théorèmes  qui,  je  crois,  n'ont  pas  encore  été  remarqués. 

Théorème  I.  —  On  donne  deux  cercles  fixes  de  rayons  R,  /' 
de  centres  O,  0,  tels  qu'il  y  ait  une  infinité  de  triangles  ABC 
inscrits  au  cercle  de  rayon  R  et  circonscrits  au  cercle  de 
rayon  r;  le  lieu  des  points  cteLemoine  K.%des  triangles  ABC  est 
une  ellipse. 

—  2 
Posons  p  —  OK,  p'=  oK;  on  sait  que  Oo  =  d2  =  R(R  —  2/-). 

On  a 

iaR*ra/>* 


(i)  O2    =    R2- 

(2)  P'2  =  4R 


.,  jp'(R-Hr)  —  ro2 
(/>«—/•  o)2 


On    établit    facilement   ces    formules    en    se  rappelant    que    si 


];;i 


./ .  r.  z;  ./|.  _)'|.  :-i  sont  les  coordonnées   normales  absolues   de 
deux  points  M  et  M',  on  a 


pr         J        J 


en    employant    des  identités  du  genre   de   celles    dont   nous  ve- 
nons de  signaler  L'utilité. 

En  éliminant/?2  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  trouve 


(3) 


:{/■[(  R-w)(R2  —  oM-  3K?'*] 
3 ^  li 2  —  p2  -\-  z.'-  ) 


C'est  L'équation  du  lieu  de  R  en  coordonnées  p,  c\  O  et  o  étant 
les  pôles. 

Si  nous  prenons  pour  axe  des  x  la  droite  Oo,  pour  axe  des   1 
la  perpendiculaire  élevée  au   milieu   de  Oo,   l'abscisse  de  o  étant 

d 

->  on  a 
o. 

p2=j,2_t_  (irf+a?)^         p'2  =  j-2-+-  (ld  -  a-)2; 
substituant  dans  l'équation  (3),  on  trouve,  tous  calculs  faits, 

i  .r2  (  3  H 2  —  2  R  r  -  /-2  1  +  4.r 2  ro  —  4  <£r (3  R  —  r)  (  R  -4-  r) 

-t-rf*(3Rî-l-6Rr  +  rs)  =0  : 


le  lieu  du  point  K  est  donc  une  ellipse 

Le  carré  du   demi  grand 
Taxe  des  r  et  a  pour  valeur 


Le  carré  du   demi  grand  axe  est   dirigé  suivant  la  direction  de 


ôl  3  K-  —  xWr  —  r1  1 
Le  demi  petit  axe  a  pour  valeur 

ri»  r 


ïK'-aRr 


Si  nous  donnions  au   lieu  de  0  le  centre  oa  du  cercle  ex-inscril 
tangenl  à  BG,  on  aurait  de  même 


Rs- 


p  =  OK,         p'  =  oaK, 
iaR«r|(jp-  a)« 


,  1  /;  -a)«(R— ra)-t-ra 0  j 

\(p     -a)*  f-  raofl  |- 
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en  éliminant/?  —  a,  on  trom  erail  l'équation  du  lieu  de  I\ .  qui  est 
une  hyperbole. 

Cette  hyperhole  esl  équilatère  si  R       2ra. 

Théorème  11.  —  Avec  les  mêmes  données  le  lieu  du  point  de 
Gergonne  du  cercle  inscrit  du  triangle  A.BC  est  une  circonfé- 
rence. 

Soit  À  le  point  de  Gergonne  d'un  des  triangles  \RC. 
On  trouvera,  après  quelques  calculs, 

— 2  r2    ^ 

b2 

éliminant  yO  on  trouve  une  circonférence. 

Si  l'on  donnait,  au  lieu  du  cercle  inscrit,  le  cercle  ex-inscrit  oa 
tangent  au  côté  BC,  on  trouverait  encore  une  circonférence  pour 
le  lieu  du  point  de  Gergonne  de  ce  cercle  ex-inscrit. 

Théorème  III.  —  Le  point  de  Nagel  N  décrit  dans  les  mêmes 
conditions  une  circonférence. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  calculer  la  dislance  NO  du  point  N 
de  Nagel  au  centre  O  du  cercle  circonscrit-,  on  trouve 

R  —  2/-, 

expression  remarquable  en  elle-même  par  sa  simplicité. 

La  même  méthode  s'applique  avec  succès  pour  trouver  les 
lieux,  trop  connus  pour  nous  y  arrêter,  de  1  orthocentre,  du  centre 
de  gravité,  etc. 

Remarquons  encore  ce  théorème,  dont  la  démonstration  est 
presque  intuitive  : 

Si  O  et  o  sont  donnés,  les  centres  des  cercles  ce-inscrits  à 
tous  les  triangles  ABC  décrivent  la  circonférence  de  rayon 
2 R  et  de  centre  Oa  sur  Oo,  tel  que  o02=  20O  ;  si  O  et  oa  sont 
donnés,  les  centres  o,  o^,,  oc  des  autres  cercles  tangents  aux 
trois  côtés  d'un  des  triangles  VRC  décrivent  la  circonférence 
de  rayon  :>.\\  et  de  centre  Q.la  sur  Oo«,  tel  que  oaQza       20aO. 
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Sur  la  transformation  continue;  par  M.  E.  Lemouve. 

A  la  séance  du  1 5  juillet  dernier,  j'ai  f;iit  connaître  ici  un  mode 
de  transformation  des  formules  du  triangle  et  des  théorèmes  s'y 
rapportant,  qui  me  paraît  fécond  et  fort  utile;  voici  de  quelle  idée 
cette  transformation  dérive. 

Je  suppose  qu'un  triangle  ABC  se  transforme  d'une  façon  con- 
tinue par  la  rotation  de  CA  autour  du  point  C;  on  aura  deux  étals 
de  la  figure  : 

i°  Le  point  A  est  au-dessus  de  CB  et  y  restera  jusqu'à  ce  que, 
dans  le  mouvement  de  CA,  il  passe  à  l'infini  sur  AB. 

2°  Le  point  A,  CA  avant  continué  son  mouvement  de  rotation, 
est  an-dessous  de  CB. 

Soit  une  propriété  quelconque  de  la  première  figure,  propriété 
générale  d'un  triangle  ABC,  je  la  considère  dans  sa  continuité  et 
je  vois  qu'elle  devient  souvent,  dans  la  deuxième  figure,  une  pro- 
priété générale  du  triangle  qui  s'exprime  autrement  que  la  pro- 
priété générale  considérée. 

En  effet,  les  éléments  de  ABC  (premier  état  de  la  figure)  chan- 
gent souvent  de  nom  par  rapport  à  ABC  du  deuxième  état;  ainsi, 
par  exemple,  ce  qui  est  le  cercle  inscrit  au  triangle  ABC  dans  le 
premier  état  de  la  figure  devient  le  cercle  ex-inscrit  tangent  à  BC 
dans  le  second  état,  etc.;  il  suit  de  là  qu'un  théorème  où  entrera 
le  cercle  inscrit  donnera,  par  continuité,  un  autre  théorème  où 
entrera  le  r.ercle  ex-inscrit  tangent  au  côté  BC.  En  étudiant  la 
question,  on  reconnaît  que  : 

Dans  une  formule  générale  relative  au  triangle,  si  l'on 
remplace  les  quantités  «,  b,  c,  />,  p  —  a,  p  —  b,  p  —  c,  S,  B,  r, 
ra,   >7>,   'V,   A,    B,    C,  . .  . ,   respectivement  par  a,   —6,   — c, 

—  (p  —  a),  — />,  p —  c,   p  —  b,  —S,  —  B,   ra,   /•,  —  />,  —  rb, 

—  A,  t.  —  B,  -  —  C,  ....  on  obtient  une  nouvelle  formule  rela- 
tive au  triangle. 

Je  dirai  que  cette  nouvelle  formule  dérive  de  la  première  par 
transformation  continue  en  A-,  il  y  a  évidemment  de  même  les 
formules  obtenues  par  transformation  continue  en  B  el  en  (  î. 

Le  mode  de  démonstration  que  nous    venons  d'indiquer,  n'esl 
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pas,  $i  l'on  veut  une  entière  rigueur,  sans  présenter  quelques 
points  assez  délicats  à  propos  de  La  valeur  des  angles,  lorsque  le 
point  A  a  passé  à  L'infini;  il  vaut  mieux  raisonner  synthétique- 
ment  de  la  manière  suivante;  on  \  «'ira  de  plus,  par  cette  méthode, 
que  la  transformation  continue  n'est  qu'un  cas  particulier,  mais 
celui  qui  parait  le  plus  fécond,  d'un  système  de  transformation 
très  général. 

Toute  formule  M  relative  au  triangle  n'est,  au  fond,  qu'une  re- 
lation d'identité  entre  trois  angles  A,  l>.  C  dont  la  somme  est  égale; 
à  tz;  car  cette  formule  ne  contient  que  ces  angles  et  des  éléments 
linéaires  du  triangle  cpii  peinent  s'exprimer  tous  au  moyen  de  ces 
angles  et  d'un  élément  linéaire  arbitraire,  lequel  disparaît  de  la 
formule  à  cause  de  L'homogénéité. 

Dans  la  formule  M,  je  puis  évidemment  remplacer  les  angles  \, 
B,  C  par  trois  autres,  A',  B',  C,  dont  la  somme  soit  -;  si  je  prends 
pour  A',  B',  C  des  fonctions  de  A,  B,  C,  les  éléments  du  triangle 
qui  entrent  dans  la  formule  M  deviennent  d'autres  éléments  de  ce 
triangle,  et  la  nouvelle  formule  M  donne  une  relation  entre  les  nou- 
veaux éléments. 

Si  je  prends  pour  A',  B',  C  les  angles  —  A.  —  =  B,  r: —  C,  j'ai 
la  transformation  continue  en  A. 

En  effet,  soit  BC  =  a  L'élément  linéaire  qui  reste  fixe.  La  for- 
mule 

a  b  c 


sin  A        sin  B        sin  C 
donne 


2  R 


a  (ce  que  devient  b)      (ce  que  devient  c) 

-r—, j-t  =  : — ; 5 =  r— j=; =  (  (  r  I 1  11  1'  1 1  C  VIO  II  t  2  R  ): 

sin(—  A  1  sin(iu  —  B)  sinfTt  — G)  ' 

donc  b  doit  être  change'-  en   —  6,  c  en    —  c,    Il  en  —  K.   La  for- 
mule 

S={a6sinC 
donne 

i  ce  que  de^  ienl  S)  =  |  a( —  £»)sin(Tt       G); 

donc  S  doit  être  changé  en  — S 

Mais  il  es!  clair  (pie  j'aurai  également  une  transformation  par 
chaque  système  de  valeurs  que  je  prendrai  pour   V,  I!',  C;  si  je 
prends,  par  exemple,  pour  V.  B',  C  les  valeurs  180  —  A.,  90 —  B, 
xix.  10 
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go  —  (-.  avec  a  pour  élément  linéaire  fixe,  on  pourra,  dans  toute 
formule  relative  au  triangle,  changer 

a,     b,     c,     R,     S.     A.      15.     G,      ... 
respectivement  en 

a,     aRcosB,     2RcosC,     I!.     2R2.cosB  cosC  sinA, 

x-A,   n-B,    l-c,    ..., 

et  l'on  nura  une  nouvelle  formule. 

Mais  ees  transformations  ne  conduisent  évidemment  pas  toutes 
à  des  résultats  nouveaux  simples  et  élégants,  et  c'est  la  transfor- 
mation continue  qui  me  parait  la  plus  féconde;  elle  montre  le  lien 
entre  presque  toutes  les  formules  connues  où  entrent  des  éléments 
analogues,  elle  en  donne  de  nouvelles,  et,  une  formule  étant 
établie,  cette  transformation  indique  la  forme  et  fournit,  sans 
recherche,  la  démonstration  de  formules  analogues;  ainsi  la 
distance  cl  entre  le  centre  du  cercle  inscrit  et  celle  du  cercle  cir- 
conscrit étant  donnée  par  la  formule  d'2  =  R(R  —  2/"),  celle  du 
centre  du  cercle  ex-inscrit  oa  et  du  centre  du  cercle   circonscril 

sera 

d\  =  R(R+  ■>.>■„  1. 

La  distance  ooa  étant r->  une   transformation   continue  en    A, 

sin  — 
2 

reproduirail  le  même   résultat,    mai-,  la  transformation   continue 
en  B  donne  — —  pour  la  distance  ObOc, 


<  )n  démontre  facilement  : 

i°  Que,  si  les  coordonnées  normales  d'un  point  M  sont  /.  m.  n, 
/,  m.  n  désignanl  des  fonctions  des  éléments  du  triangle,  le  trans- 
formé continu  en  \.  M„  ^\r  M  a  pour  coordonnées  —  /„.  ma,  nni 
L<  '"a-  >>a  désignant  ce  que  deviennent  /.  m,  n  quand  on  \  fail  la 
transformation  continue  en   \. 

Remarquons  qu'un  point  simplement  marqué  sur  le  plan  n  a 
pas  de  transformé  continu;  cela  ne  signifie  plus  rien,  ii  faut 
qu'on    donne    la   loi   qui  lie   la    position    (\r   M    aux  éléments  du 
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triangle  el  il  n  v  a  pas  de  construction  générale  pour  passer  <l  un 
poinl  à  son  transformé  continu,  <l  une  ligne  à  sa  transformée  con- 
i  înue. 

:•>."  Que,  si /'(./•.  )',  s,  m,  ///,  m",  ...)  =  o  est  l'équation  d'une 
ligne,  celle  de  sa  transformée  continue  en   \  sera 

/(—  •*">  y,  z,  ma,  m'a,  ma,  .  .  .  )  =  o, 

mtl,  m'a,  m"a  désignant  ce  <j u « •  deviennent  m,  ///',  m"  par  transfor- 
mation  continue. 

3°  Que,  si  ).,  jjl,  v  sont  les  coordonnées  barycen triques  de  M, 

celles  de  \\„  seront  ~ka,  <j.„.  va;  que,  si 

y  (a,  p,  ■;.  y.,  \).\  fi",  .  .  .)  =  o 

est  l'équation,  en  coordonnées  barycentriques,  d'une  ligne,  celle 
de  sa  transformée  continue  sera 

/(*>  h  Y»  :j-'<'  v-'™  'A-  . ..)  =  o. 

4°  Pour  les    coordonnées  cartésiennes,   les   coordonnées  de  M 

étant    X,    Y,    celles   de  Ma  seront  Y,,,    — Ya;   l'équation  d'une 

ligne  étant 

/(X,Y,M,  M',  M',   ...)  =  oi 

celle  de  sa  transformée  continue  sera 

/(x,  —  y,  Ma>  Ma,  m;;,  ...)  =  o. 

Remarquons  encore  que,  au  lieu  de  partir  des  angles  pour  une 
transformation,  on  pourrait  aussi  partir  des  lignes,  et,  par 
exemple,  changer  dans  une  formule  a,  b,  c  en  des  fonctions  /,, 
/.,,  f3  des  éléments  du  triangle,  puis  déterminer  les  angles  et  les 
autres  éléments  en  fonction  de  J\ ,  f-2,  /'3,  .  .  .;  il  faudrait  quefl} 
fn  f.\  satisfissent  aux  conditions 

/l</l+/«,  /»</•+/!,  fl<A+ft, 

qui  expriment  que  ft,  f2,  fz   sont    les  côtés  d'un   triangle,  mais 
cette  transformation    serait   ordinairement  plus  compliquée. 

Donnons,  pour  terminer,  comme  exemple  de  la  transformation 
continue,  quelques  formules  probablemeTH  nouvelles;  il  v  en  a  de 
beaucoup  plus  simples,  mais  nous  les  avons  déjà  publiées  ailleurs 
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à  propos  d'autres  sujets;  rappelons  que,  en  plus  des  notations 
ordinaires,  nous  désignons  les  quantités  411  +  r,  /\R—ra, 
4I{  _,-,,.  \  R  _  rc  par  S,  8a,  86,  or.  La  formule 


1  a  |  r/,  -t-  /-,  —  '0  =  2/>(a  R  +  '') 


donne 


—  a(rh  +  rc  -+-  ra  i  +  b(r/,  -+-  ra  —  r) 

h-c(/-c-+-  #«  —  /•)  =  2(/>—  «r;dR-  »•«); 

Sa(r«  —  r)(r6  +  'V  —  ar)  =  2p(jt>s  +  r«  —  io  R  r) 
donne 

—  a  (ra  —  /•)(>'/,  —  ''<  — 2  '"«) 
-l-  h ( rc  -h  /«)( 2 ra  -+-  '7;  —  r) 

-H  r  (l'A-*-  '"a)  (2 /'a  +  >'c  —  >')  =  l(p  —  Cl)  [(  p  -  «*)»■+■  T*  +  IoRra]  ; 

Za(r6  — r)(rc—r)  =  4  RS 
donne 

a  l  ra  +  /v, ) (r«  +  re  )  -  b (ra  -  r)  (r«  +  /•/, )  -  c  (r«  -  r)  (  ra  -4-  rc)  =  4  RS  ; 
v  „  (  ra  _  ,-)  [(r4  _  ff  -  i  ,v  —  r)«  ]  =  4  Rj»  (/>■  +  »*  —  »  2  R  ''  » 

donne 

—  a(ra—  r)  [(ra-hrby      (ra-t-rc¥] 

-t-  6  (  ra  —  />  )  | (ra  +  '7,  )-  -f-  < ra  —  / ■  i2 1 

^_  e(ra  +  ri)[(ra  +  /v)î+(/-a-',)s]=4R(/'-«)[(p-«)!  +  ''a+I2Rr«]; 

Ea2rArc  =  4joS(R-f-r) 

donne 

—  aTbi'c  +  />-/•/■/,  -+-  r-/-r,  =4(/>  —  a)S(R—  ra  >; 


'A  =  8 


»       p2(R  —  ^ 


donne 


R2 

(/>  —  g)»(R  +  /q) 


(li)iini' 


r  cos J  V  ■+-  /■,  cos2B  +  /•/.  cos2C  =  on  — 

X  /><?/•„  cos  A  =  /•(  J/'"  —  r'2  ) 

/„■/■  cos  V  —  car,  cos  B    -  />"/■<,  cosC  =  r„  [5(/>  —  a)*  —  o*,  |; 

Appelons  II  l'orlhocentre,  <>  le  centre  du  cercle  inscrit,  points 
qui  ne  changent   pas  par  transformation  continue;  V   Y..  ...   le 


11! 


point  de  Nagel  el  ses  transformés;  X,  )vo  ...   le  point  de  Ger- 
gonne  cl  ses  transformés. 


donne 


donn< 


donne 


donne 


donne 


donne 


ïïx'=4R'--K/>'(;R-r) 

0*^ 


ÏTC  =  4 R*-  8»u/>-<0^ft  +  'v»>. 


-,  =  K8_4/?S(R  ■,.,.) 


oC^  +  ^-^'K-^,.. 


"^2         »       3  S2 

O  À        =     7*2 =r— 


1 — T'2  -s      3S2- 


ON   =R— 2/- 
ONa=R-+-ar«; 
0^=^*+  5/*2  — i6Rr 


Ou  Na   =(p—  a  y-  -4-  5  /-,i  --  i6  R  /•«  : 

i»,  =  a[^ll;,|-r] 

N^-,'=.0n['/'-",4't-r''-Hr.]. 
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Quelques  remarques  relatives  aux  fondions  réciproques; 
par  M.  C.-A.  Laisant. 

1.  Une  équation  réciproque  est,  comme  on  le  sait,  celle  dont  le 
premier  membre  se  compose  d'un  polynôme  entier  où  les  termes 
équidislants  des  extrêmes  sont  égaux.  En  appelant  ni  le  degré  de 
ce  polynôme /"(.r),  il  s'ensuit  que 


(<) 


f{x)  =  x>*f 


Nous  pouvons  prendre  cette  relation  (i)  comme  définition  et 
appeler  fonction  réciproque  de  degré  ni  toute  fonction  qui  y  sa- 
tisfait. 

On  remarquera  que  axm  peut  toujours  être  regardée,  en  vertu 
de  cette  définition,  comme  une  fonction  réciproque  de  degré  2 ni. 

2.  Si  nous  formons  successivement  les  dérivées  première  et  se- 
conde des  deux  membres  de  l'équation  (i),  nous  aurons 


(2) 


(3) 


./"  i  x  )  =  ///  ./■"<  -»/  (  i  J  -  ./■"<  ^  V"  (  -r 


lf(x)=m(m-i)x»i-*f(-j 

-  2(  m  —  i  ).r"'-  sf'(-  )  -4-  .'""    ''./'"  (  -  j 


(  ,i  y(x)  =  (m  —  i)f(x)—xf"(x). 

Il  viendra,  en  vertu  des  relations  (2)  <'t  (3), 


0(3?)  =  (  m  —  1  )./""    -./"  (  -  )  —  ■'■'"-  \r  (  r  ) 

= ■[(— >/(i)  ^Q) 

- -i,1'' 
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Par  conséquent,  f(x  \  étanl  réciproque  de  degré  ///,  la  fonction 
©(.*•)  ou  (ni  —  i)f'(.r)  — ./•/"'(./•  )  esl  réciproque  de  degré  m  —  •>.. 

En  appliquant  ce  résultai  à  la  fonction  01  x  1  elle  même,  on  re- 
connaîl  sans  peine  que  la  fonction 

(  m        2  I  (  m  -  -  3  )  /"  (x  )  —  2  (  //?  —  3  )  .r  /'"  (  .r  )  -1-  a?»  fn  ( .,-  | 

est  réciproque  de  degré  />*  —  \.  De  même,  la  fonction 

(///  —  3  M  m  —  4  )(m  —  '»  »./' '"'  ■'■  > 
—  3(  /»  —  f\  ){  m  —  5  la?/iVi  ./•  i-f-3(m—  5  i./'-./'m  a?)  —  a?3/"i  ./■  i 

est  réciproque  de  degré  /»  —  (),  et  il  est  facile  de  généraliser. 

3.  Les  propriétés  <[iii  suivent  sont  pour  ainsi  dire  évidentes,  en 
vertu  de  L'équation  de  définition  (i),  et  il  suffira  de  les  énoncer. 

i°  Si  deux  fonctions /(x),  F(x)  sont  réciproques  de  même  de- 
gré m,  la  fonction  A/(x)  -h  B  F(^),  A  et  B  étant  deux  constantes 
quelconques,  est  réciproque  de  même  degré. 

2°  Si  fi  (x),  f>(x)  sont  des  fonctions  réciproques  de  degrés  ni , 
et  m2  respectivement,  la  fonction  /,  (x)  xfz{x)  est  réciproque  de 
degré  ni ,  +  ni2- 

.')"  Dans  la  même  hypothèse,  la  fonction  -î—{  est  réciproque  de 

degré  ni ,  —  ni>. 

4°  f(x)  étant  une  fonction  réciproque  de  degré  ni,  [J\x)]p  est 
une  fonction  réciproque  de  degré  /»/>. 

4.  D'après  la  définition  adoptée  ci-dessus,  une  fonction  /("^ 
est  réciproque  de  degré  zéro,  quand  on  a 


(6)  /<*)=/(;) 


D'autre  pari,  nous  pouvons  écrire   la   relation  (i)  de  définition 
sous  la  forme 

f{x)  =f\x) 


—  m  — 

Par  conséquent,  si  /(x)  est  réciproque   de  degré  m,  la  fonc- 

l\onf(x)'.x-  sera  réciproque  de  degré  zéro. 

En  écrivant  /(.r)  Xf\  -  )  »  f{x)  étant  une  fonction  quelconque, 
on  obtient  nécessairement  une  fonction  réciproque  de  degré  zéro. 

Il  en  est  de  même  si  l'on  forme  f  (x  -\ j  • 

Les  propriétés  du  n°  2  ci-dessus  se  simplifient  quand  on  consi- 
dère des  fonctions  réciproques  de  degré  zéro.  La  relation  (4)  nous 
donne,  en  effet, 

—  <?(#)  =/*(»)  +  * /"(*  '• 

Cette  fonction  est  donc  réciproque  de  degré  —  2,  lorsque  /(x) 
est  réciproque  de  degré  zéro;  et,  par  suite, 

x  /'(a?)  -h  a?*  f(x) 

est  réciproque  de  degré  zéro. 
On  voit  de  même  que 

x-f'(  x  )  -+-  x\f'"(x  )  -+-  — -  /,v(.r), 


x  < 


x*f"(x)  -f-  x\f"(x  )  -+-  I  x*f"(x)  -+-       ',    ./"(r  1 

sont  également  des  fonctions  réciproques  de  degré  zéro. 

En  combinant  ces  trois  fonctions  par  l'addition  de   la  première 
et  de  la  troisième,  et  la  soustraction  de  la  seconde,  on  a 

x  f\x)  -4-  |  x''  f"  (  x  )  -+-  {-  x">  /*  (x)  -h  ¥\j  a?«  /v,(-r  ), 

qui  jouit  aussi  de  la  même  propriété. 
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Sur  quelques  théorèmes  (V  inalyse  et  d'  t  rithinè tique  ; 

par  M.  El  (.i.M     (    \  i  \i  \  \  . 

I.  —  Une  formule  de  Cauchy. 
1.   Cette  formule,  bien  remarquable  (M,  esl 

(  (n-a?)(n-  tx)(ï-h  t*x)  . . ,  (i  +  tn    './•  i 


n>n—\  i 


(0    \  f  —  /"  (i  —  r>)(\  —  /"  -i) 

On  va  voir  qu'il  esl  facile  d'en  faire  une  démonstration  directe. 
Dans  le  second  membre,  .r^  a  pour  coefficient 

(   I   —    /")Cl—   /"-').•    -M   —/"-/'M   ,      P 

t  « .  «  — ■  ; /       2 

*'  (  I  —  t  )<  1  ~  l-  )  .  .  .  (  I  —  /!'  l 

Si  Ton  multiplie  par  i  +  t"  .r  les  deux  membres  de  l'égalité  |  i  |, 
ce  coefficient  devient  T„)P-\-  tnTn^p_t. 

La  formule  étant  évidente  quand  n  -  i,  il  faut  dune,  d'après 
le  procédé  classique,  prouver  que  l'on  a,  identiquement, 

(a  i  T«+li/>=  TBi/,-f-  /"T,,.,,-,. 

Or,  si  Ton  supprime  le  facteur  commun 

(i  —  t")(i  —  /"-') ...  Ci  —  «*-p+») 

"  (1-0(1-'*). ••(i-",-,> 
cette  égalité  se  réduit  à 

i!       2        = /       2        -+-  /  2  ; 

(  —  //'  I  —  tp 

puis,  à 

(l—  /"  +  !)//'-'  =  (i—  r'-/'H|/''-'+  /"(  l  —  tP)\ 

ce  qui  est  exact. 

II.  —  £//?  théorème  de  Gauss. 
2.   Comme  je   l'ai   fait   observer-  à  l'endroit  eité  ("•  >,  d'après  la 

(■)  Je   m'en    suis    occupé,  déjà,  dans  les   Votes  sur  lu  théorie  des  fractions 
continues .. ..  el  dans  les  Lettres  à  quelques  Mathéi&aticiens . 

(')  Comptes  rendus,  septembre  is,;.  p.  ",.-. 
('  )  Lettres. ...  p.  tg. 

Xl\.  II 
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forme  du  premier  membre,  dans  la  formule  de    Cauchy,  Trti/,  est 

un  polynôme  entier,    fonction    de   /.   D'ailleurs,  t     2      est  une 
quantité  première  avec  le  dénominateur  deTH)/7.  En  conséquence, 

(  i  —  t"  )  C  i  —  t"-1) . . .  (  i  —  /*-/»+») 
(3)  ; — - : =  entier     (M. 

3.  Remarque  I.  —  Cette  équation  (3)  constitue  un  beau  tbéo- 
rème,  dû  à  Gauss,  ainsi  que  l'a  constaté  M.  Perott  (2). 

Remarque  II.  —  Le  théorème  de  Gauss  est  cité  dans  V Algèbre 
de  M.  J.  Bertrand  (première  édition,  p.  1 36).  Cet  Ouvrage  est 
suivi  des  Solutions  des  exercices,  données  par  G...  et  P.... 
A  la  page  356,  on  trouve  une  démonstration  de  l'égalité  (3). 
Mais  elle  me  semble  inexacte.  En  effet,  elle  se  réduit  a  établir 
l'existence  d'une  relation  analogue  à  l'égalité  (2),  sans  que  l'on 
sache  si  deux  des  trois  termes  sont  entiers  (3). 

III.  —   Une  rectification. 

4-.  A  la  page  99  des  Recherches  sur  quelques  produits  indé- 
finis, la  formule  qui  précède  l'égalité  (20),  empruntée  aux  Fun- 
damenta,  a  été  mal  copiée.  Elle  doit  être  lue  ainsi 

a  a2  a3  or*  /i2wv 

— n—,    -*-.2«   — 2— r-|-   33— I—   +43_ï_^...   =  . 

l  —  q2  1  —  q*  1  — ■  ^r"'  1  —  q*  71* 

D'ailleurs,  l'égalité  (20)  est  la  même  chose  que 

A2  W* 

q (1  -\-  q  -h  q3 -h  qG  -1-  qi0  -h  . .  .)*  =  — —  • 
Donc  la  formule  (3-8),  corrigée,  est 

.  378"*)  q(i+  q  +  q3  -+-  qr<  -+-...  )8  =  -_l_  -4-  •>?  —  (L— 7+  33—q— -{-...; 


(')  Lettres...,  pp.  t8  el  19.  Elles  contiennent  quelques  finîtes  typographiques. 

(/)  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  X,  |>.  87.  La  démonstration  don- 
née pai'  ii'  si\;,ni  Professeur  esl  plus  courte  que  la  nôtre;  mais  elle  n'est  pas 
élémentaire. 

(')  J'o/V,  sur  ce  poini,  hi  page  ni  «les  Lettres....  Faute  d'avoir  examiné  suf- 
fisamment la  page  356,  j';i\.ii-  admis  cette  pseudo-démonstration. 
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OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(S79)  <</  1  V*  1  ?2S  '  r"     ■■y=7z~n       '  ;  7'^     337d^ïï +-••; 

relation  connue  (  '  ). 

IV.  -      iutres  séries  elliptiques. 

O.    On  sait  que 

a'*  c/12  a20 

I  — ^8  I  —  çr2*  I  —  </'" 

Conséquemment, 

(5)  <    L         1  J  1  J 

I     =    ?8    +  a»  _fzll_  +  33  _?__  ^      (3). 

(  I_,/I6  +  2      ,_732  +  :>       I_fyi8+---       t     >> 

ou,  par  le  changement  de  qh  en  .r, 

/   T      x  x*          .      a?5                 x"1              V2 

s  +  3 --+-  5  ■ —  -f-  7  T7  +  .  .. 

11 — x2  1 — a?6           1  —  x10          1  —  a?14 

(6)  -  J 
j                   a*2  ,       a.-4           „         xG 

\  1  —  a?4  1  —  a"8  1  —  ./'- 

6.   A  la  page   027  des  Comptes  rendus  (  ' ),    l'illustre   Cauchy 
donne  cette  autre  formule,  aussi  importante  que  la  première  : 


1  (1  —  x)(i  —  tx) .  . .  (1  —  t'l~lx) 

i  l  —  t"        (1  — 1»)(\  —  *«+l) 


(')  Legendre,  t.  III,  p.  1 33. 

(2)  Recherches. . .,  p.  99. 

(3)  7fo'e?. 

(■)  Celle  relation,  qui  me  parait  remarquable,  figure  dans  la  page  100  des 
Recherches...;  mais  trop  sommairement.  Elle  suppose,  bien  entendu,  que  le 
nombre  x  est  inférieur  à  1. 

(  '-  )  Septembre  1843. 

(6)  Dans  la  série  formant  le  second  membre,  les  coefficients  des  puissances  de  x 
sont,  d'après  le  théorème  de  Gauss  (nn3),  des  polynômes  entiers. 
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Il  en  résulte,  par  le  changement  de  x  en  —  x\ 


(8) 


i 

\  \\  ■+-  x){  i  -+-  lx)  .  .  .  (i  -+-  in-1*-) 

< 

(    - 


i  —  /"            Ci  —  f  )(  r—  /"-•-' i     . 
1  —  • x  H —  x2 


(i  —  00  —  /*) 
Comparant  avec  l'égalité  (i),  on  a  donc 


[' 


(9) 


t"           (i  —  f")0  —  /"-'» 
a- H ; —  /.r2H 

1  /"  (l  —  t"  )(l  —  *"  +  >)       . 

a?  H — ^ -— -  x2 

i—t  ii  —  /)(i—  r2  i 

I I—  t»)(\—  /"+')(  T  —  tnA2) 


»     H  -. 

2  x„ 


\  I   I  —   /   M   I    —   t1  M  I  —   t3) 

et,  si  n  devient  infini. 

x  t  T- 


■]' 


t*T* 


(IO) 


i  —  t     (i-   00  — «*)      0  — 00  — <*K>      /;> 


.1-   t' 

loM  r         jr^ x2  .r* 

(  '   L1  —  r^7  "*"  (i  —  0(i—  O  ~  u      /m-  /2jO—  ':1)  ~+~'  "  "J 

7.   Dans  cette  relation   générale,    supposons    l  =  x  =  q.    Elle 
devient 


(u)  i  =  AB; 

en  posant,  pour  abréger, 

9       ,  <73  


(12)      A  =  1 


<  1 3  1      B  =  1 


\  —  q    '   (i—  7x1      </-)      («  —  fy,)(i-  <72)(i—  v;> 


gr3 


i  7       (  1  ■   ■  7  ||  1       7'-)        11       7111       7- M  1       7:i> 

<S.   A  la  page  >:•>.  des  Recherches,  on  trouve 

(14  )  \  =B'C, 
en  faisant 


(i5)     B'  =  n ?— 


V 


1  —  g*       u       7- mi       7M       (i  -  7-')i  1  —  7v)d  —  7") 


(,(i)       C'^l-h— 7— ;, 


1  —  ?*       («-?*)(!-?*)       (.  — 7'-,i(i-7-,m     .7-1 
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De  plus  ('), 
(i5)  B'=p,        G'=P'. 

La  combinaison  des  égalités  (i  i),  (i4)  donne 
(16)  r  =  BB'C; 

on,  ù  cause  des  valeurs  (i5), 
(.7)  i  =  Bpp'. 

Mais,  d'après  Euler, 
donc 
(18)  1J  =  a. 

9.   Si,  dans  une  célèbre  formule  de  Jacobi  (3)5  on  prend  z= — 1, 
on  irouve 

q  qk  q9 

(  [  9  )     a  =  1 - — -  H 


A  cause  de  la   définition  (i3)  el  de  l'égalité  (18),  nous  avons 
donc,  finalement, 


'  —  y       ('  —  <j)(i— <1*-)       (■  — y)0  — y2)(i  — y3; 
=  I--^-,+ £ rSL.i 

Ainsi,  ces  deux  séries  ont  même  limite  (''). 

Y.  —   Théorème  d'Arithmétique. 

10.   Reprenons  la  formule 


(  '  )  Même  page. 

(J  j  J  lèche  relies. . .,  p.  a. 

(:)  Fundamenta,  p.  180.  I  »/V,  aussi,  les  /Votes  ««/•  /<7  théorie  des  fractions 
continues. .  .,  p.  6. 

(•)  Les  relations  (18),  (20)  sont-elles  nouvelles?  Quoiqu'il  en  soit,  elles  com- 
plètent, pour  ainsi  dire,  les  théorèmes  exprimés  par  les  égalités  (io). 
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Nous  avons,  en  employant  la  notation  d'Euler, 


h  . .  .  =  x  ■+■  \  a?3  -f-  G  a?5  -+- .  .  .  -+-  xn  I  n 

"10  J 


ou,  pour  abréger, 


(21) 


X 

i  ■ —  x'2 


X* 


I  —X10 


.  .  =  "V    x"  f  n, 


n  étant  impair. 

Dans  le  développement  du  premier  membre  de  L'égalité  (6), 
le  coefficient  de  x2n  est  donc 

(22)       f  1  J  (in  —  1)  -1-/3/(2/1—  3)  -+-...  -+-  I  (%n—  1)  I  1=  S2«. 

D'autre  part,  le  terme  général  du  second  membre  est 


X3 


1  —  a"v* 


»»P* -+-... ]i 


Développé,  ce  terme  devient 

X^a-^-l-.r6*-)-  x*<à-h. 

a.  étant  impair.  Si  donc 

Xfi  =  «, 

on  voit  rpie  A,  [J.  sont  deux  facteurs,  conjugues,  du   nombre  im- 
pair n.  Par  suite,  le  coefficient  de  .r2",  dans  le  second  membre 

dont  il  s'agit,  est  ^  A3  (  '  ).  On  a  donc  ce  théorème  : 


n  étant  un  nombre  impair,  on  décompose  in,  par  voie  d'ad- 
dition, en 

1 +  (2/1  —  1),        3 -4- (2/1  — 3),        5  +  (2/1  —  5),  ...  (2/i  —  1)  — f-  1  ; 

et  Von  fait  la  somme,  S2n,  des  produits 

fif(in-i),      AAan-3),     ...,      f(%n  —  i)Ji. 

D'autre  part,  on  prend  tous  les  diviseurs  de  n,  savoir.  1,..., 
).,  .. .,  /?  ;  e<  l'on  forme  la  somme   >  >,3  ^A'  ces  diviseurs. 

Cela  posé,  les  deux  sommes  sont  égales. 


(>)  J'admets  la  convergence  de  la  série,  facile  à  prouver 


l.)l  — 

11.  Application.  —  Soit  n       9;  d'où  X  =  1,3,9.  On  a 

=  2[i.i8  +  4.24-h6.i4-h8.I2]-Hi38=  588  +  iGg  =  7>;. 

Celle  somme  doit  égaler  1 :!  -f-  .'V  +  9''  =  1  -f-  27  +  7^9  ;  ce  qui 
est  vrai. 

12.  Remarque.  —  Si  le  uombre  />  esl  premier,  les  seules  va- 
leurs de  X  sont  1  et  /t.  Donc,  dans  ce  cas  particulier, 

(a3)  S2„=i-w/:<     (i). 

Liège,  septembre  1891 . 


COMPTES    RENDUS    DES    SÉANCES. 


SÉANCE   DU  2   DÉCEMBRE   1891. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    COLLIGNON. 

Communications  : 

M.  Carvallo  :  Sur  la  résolution  numérique  des  équations. 

M.  Fouret  présente  quelques  observations  à  ee  sujet. 

M.  Raffy  :  Sur  certaines  surfaces  dont  les  rayons  de  cour- 
bure sont  liés  par  une  relation. 

M.  F.  Lucas  :  Sur  les  équations  qui  représentent  le  régime 
des  machines. 

M.  Antomari  adresse  une  Note  Sur  V intégration  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles. 


SÉANCE   DU    1G  DÉCEMBRE    1891. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COLLIGNON. 

Démission  :  M.  Paturet  adresse  sa  démission  de  membre  de  la 
Société. 


(')  Le  théorème  précédent,  qui  n'est  pas  nouveau  {Recherches. ..,  p.  ion),  me 
parait  curieux.  Il  seraii  difficile  peut-être  de  le  démontrer  directement. 


—   Io2  — 

Elections  :  M.  de  Fontviolant,  présenté  par  MM.  Rouché  et  de 
Comberousse ;  M.  Blutel,  présenté  par  MM.  F.  Lucas  el  Bioche, 
sont  élus  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Hermann  :  Sur  un  nouveau  système  de  Cryptographie. 
M.  Carvallo  :    Démonstration  d'un   théorème  de  similitude 
sur  les  fonctions  des  machines,  signalé  par  M.  F.  Lucas. 

M.  Fouret  :  Démonstration  du  théorème  de  Budan-Fourier. 
M.  D.  André  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  Félix  Lucas  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  équations  abstraites  du  fonctionnement  des  machines. 

Dans  ma  Communication  verbale,  faite  pendant  la  dernière 
séance,  j'ai  considéré  une  dynamo  à  courants  alternatifs,  avec  induit 
sans  fer,  dont  la  force  électromotrice  est  sinusoïdale,  et  j'ai  montré 

(pie  les  lois  moyennes  de  son  fonctionnement  en  régime  normal 
peuvent  èlre  représentées,  aux  échelles  près,  par  des  équations 
simplement  numériques,  dans  lesquelles  toutes  les  dimensions 
concrètes  de  la  machine  se  trouvent  éliminées. 

Notre  savant  collègue,  M.  Carvallo,  a  montré  cpie  l'existence  de 
ces  équations  abstraites  ou  canoniques  résulte  du  principe  de 
l'homogénéité  concrète  relativement  aux  trois  unités  fondamen- 
tales :  longueur,  masse  et  temps. 

Au  lieu  de  considérer  l'intensité  moyenne  du  courant  en  régime 
permanent,  je  vais  considérer  l'intensité  réelle,  périodiquement 
variable  en  fonction  du  tempsi 

Soient 
\\  la  résistance  totale   du   circuit,  comprenant  la  résistance  inté- 
rieure de  la  machine  et  la  résistance  extérieure  supposée  non 
inducl  ive; 
L  le  coefficient  de  self-induction  de  l'induit; 
E  la  force électromolrice  variable  déterminée  en  fonction  du  temps  / 
par  l'équation 

■>.-( 

m  I.       E0  -"i    jç-, 

dans  laquelle  T  représente  la  durée  de  la  période. 
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L'intensité  I  du  courant  à  l'instant/  sera  déterminée  par  l'équa- 
tion difFérenl  ielle 

/  •>•  .     dl  .,        .      9. -/ 

(2)  l;l    ■■  L  —  --  Eosm  -=-  =  o. 

Admettons  a  priori  < j u e  l'équation  finie  cuire  I  et  t  puisse  se 
ramener  à  une  équation  abstraite  et  cherchons  à  quelles  consé- 
quences nous  conduira  cette  hypothèse.  Il  esl  clair,  d'abord,  que 
cette  équation  abstraite,  devanl  s'appliquer  au  cas  particulier  où 
l'on  aurait  L  —  <>,  devra  être  y  =  sin#.  Remarquons,  d'ailleurs, 
que  l'équation  (i),  qui  donne  la  force  électromotrice,  contienl 
implicitement,  comme  donnée  concrète,  le  choix  particulier  de 
l'origine  du  temps  /,  origine  qui  est  prise  de  manière  que  le  maxi- 

T 

muni  E0  de  la  force  éleclromolrice  se  produise  pour  t  =  —  ;  celte 

1  l  4 

donnée  concrète  s'est  introduite  dans  l'équation  (2),  dont  le  pre- 
mier membre  contient  —  E;  il  nous  serait  impossible  de  l'élimi- 
ner si  nous  remplacions  t  par  une  variables  qui  lui  serait  propor- 
tionnelle et  s'annulerait  avec  lui;  c'est  par  une  expression  de  la 
forme  ax-\-b  qu'il  faut  nécessairement  remplacer  t  pour  arriver 
à  une  équation  abstraite. 
Posons 


(3) 


T 

t  = —  x  +  0 , 

•2TT 

.       Ko         2  ire 
I  =  -j^-  cos  ~y  y, 


d'où 

dl         cl\    dx        2ttE0  -irJ)  dy 

(-|)  -dt^iFxTt  =  -RrC0S_T-^' 

et  substituons  dans  (2);  nous  trouverons 

2TtL  dy  itA 

C>)  y~  fi"^-t-  -pry   -fx  —  tang-ijr-  cosa?  =  o. 

Il  est  clair  que  cette  équation  différentielle  s'identifiera  avec 
l'équation  finie  y  =  sin.r,  si  nous  disposons  du  paramètre  arbi- 
traire 0  de  manière  que  l'on  ait 

2  rS\        2  71  F. 
L'hvpothèse  que  nous  avions  faite  a  priori  >c  trouve,  par  con- 
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séquent,  justifiée;  la  relation  finie  enlre  I  et  t  peut  >c  ramener  à 
la  forme  abstraite 

(7)  ^  =  sin.r 

au  moyen  des  formules  (3)  et  (6);  cette  relation  finie  concrète 
est  elle-même 

.  E0  2-0      .      27t(*  — 6). 

(8)  I  =  -j^-  cos  -^r  sin ^ ; 

nous  avons  donc  obtenu  par  une  voie  très  simple  l'intégrale  de 
l'équation  différentielle  (2). 

On  pourrait  objecter  que  y  =  sin.r  n'est  pas  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (5)  accompagnée  de  l'équation  de  condition  (6); 
on  a,  en  effet,  rigoureusement 

,    .  .  d(  y  —  sin.r)  2 . -'1 

(9)  jr  —  smx-        J  ^ -tang-ï-=oï 

équation  dont  l'intégrale  générale  est 

2Tr6 

(10)  y  =  sina"  -+-  Le  '    ; 

mais  comme  x  et  tang  -=-  sont  deux  nombres  positifs  dont  le  pre- 
mier croît  indéfiniment,  le  second  terme  du  second  membre  est 
évanescent  et  doit  être  négligé  dans  la  pratique. 


Remarques  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  ;  par  M.  X.  A.ntomàri. 

Étant  donnée  une  équation   aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  à  trois  variables 

1  F(x,y,z,p,  q)  =  o, 

la  méthode  de  Lagrange  et  Charpit  pour  trouver  une  intégrale 
complète  de  cette  équation  consiste,  comme  l'on  sait,  à  adjoindre 
à  l'équation  proposée  une  autre  équation 

(2)  9(x,y,z,  p,  q)  =  o, 

telle  que,  si  l'on  tirejD  el  q  «les  équations  (1)  et  (2),  l'équation 

dz      /■'/'■      q  dy 
soil  complètement  intégrable. 


15.*»    — 


Si  l'on  pose 


M       v  d¥    -  V  dV  -7  °F  -  P  dF  -  O 

()./■  ôy  OZ  'If  <Jq 

on  trouve  que  <I>  doit  vérifier  la  relation 

t)<]>  ù<V  ')<]>  d<\>  d(I> 

(3)    P^  +  Qd|  +  (P/,+  Qî)^-(X+,,Z)|-(Y+îZ)5?=o. 

Pour  que  la  relation  d'inlégrabilité  soit  satisfaite,  il  suffit  que 
L'équation  (3)  soit  satisfaite  en  tenant  compte  des  équations  (i) 
et  (y).  Il  est  clair  que  la  condition  d'intégrabilité  sera  satisfaite 
a  fortiori  si  L'équation  (3)  <'si  vérifiée  identiquement. 

La  fonction  F  est  une  intégrale  de  cette  équation.  Supposons 
que  <I>  soit  une  autre  intégrale;  les  deux  équations 

F  =  o,         «I>  —  a  =  o, 

où  a  désigne  une  constante  arbitraire,  déterminent  les  fonctions 
p  et  q  d'à?,  d'y  et  de  s,  telles  que  l'équation 

(  4  )  dz  =  />  dx  -+-  </  «r/j' 

soit  complètement  intégrable,  pourvu  que  F  et  ^  soient  des  fonc- 
tions distinctes  de  p  et  q. 

L'intégration  de  l'équation  (4)  introduira  une  nouvelle  con- 
stante arbitraire  b  et  la  fonction  s  d1  x  et  d'r,  ainsi  définie,  sera 
une  intégrale  complète  de  l'équation  proposée. 

D'après  cela  on  voit  que,  pour  trouver  une  intégrale  complète 
de  l'équation  (i),  il  faut  non  seulement  trouver  une  intégrale 
<1>  —  a  =  o  de  l'équation  (3),  mais  aussi  pouvoir  résoudre  les 
équations  F  =  o  et  <I>  —  a  =  o  par  rapport  à  p  et  à  q . 

Je  me  propose  de  montrer  dans  cette  Note  que  l'on  peut,  dans 
certains  cas  faciles  à  prévoir,  simplifier  la  recherche  d'une  inté- 
grale complète  en  modifiant  légèrement  la  méthode  de  Lagrange 
et  Charpit. 

Je  reprends  l'équation  (i)  et  je  suppose  que  l'on  puisse,  n'im- 
porte comment,  exprimer  p  et  q  en  fonction  d'.r,  dV,  de  z  et 
d'un  paramètre  X.  Soient 

(5)  p  =  !p(a?,J,  z,  X),         q  =  •JH.r.  y,  s,  X). 

Dans  ces  formules  je  considère  X  comme  une  fonction  d\r,  d'y 
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et  de  z  et  je  détermine  cette  fonction  par  la  condition  que  l'équa- 
tion (4)  soit  complètement  intégrable.  La  condition  d'intégrabi- 
lité  est 


do        do  T  àl  dl  1        <hl  dû        à<b  V  dl  dl  "1 

et  s'écrit,  en  tenant  compte  des  équations  (5) 


do 


dl   &h       dl  do       àl  T     à<l        ,  ày  1        d<\>       do  d<\>        ,  do 

dx  àl       ày  àl       àz  \J  àl        '  àl  \       dx      dy       v  dx       y  àz 

Soit 

X  =  0(.r,  y,  z,  a) 

une  intégrale  de  cette  équation  renfermant  une  constante  arbi- 
traire; en  portant  dans  les  équations  (5),  on  a  des  valeurs  de  p  et 
de  q  contenant  une  constante  arbitraire,  et  telles  que  (4)  soit 
intégrable.  L'intégration  de  cette  équation  introduira  une  nouvelle 
constante  arbitraire  et  la  fonction  z  d'x  et  iVy,  ainsi  déterminée, 
sera  une  intégrale  complète  de  l'équation  proposée. 

Il  est  bon  d'observer  que  l'équation  (G)  se  simplifie  si  l'on  sup- 
pose que  l'équation  (ï)  soit  indépendante  de  z,  car  alors  on  peut 
supposer  que  \  ne  dépend  que  de  x  et  dey  et  l'équation  (6)  de- 
vient 

àty  àl        do  àl    t    <ty  do  _ 

d\  dx        d\   dy        dx  dy 

Remarquons  aussi  que  l'on  pourra,  dans  certains  cas,  se  dispen- 
ser de  recourir  à  l'équation  ((>),  si  l'on  aperçoit  pour  A  une  valeur 
conduisant  à  une  combinaison  intégrable. 

Voici  d'ailleurs  des  cas  dans  lesquels  on  pourra  appliquer  la 
niélliode  de  Lagrange  ainsi  modifiée. 

Je  reprends  l'équation  (  i) 

V(x,y,z,p,q)  =  o 

et  je  suppose  que  Ton  y  considère  x,  )\  ;  comme  (i\es,  p  et  q 
comme  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  dans  le  plan,  de 
sorte  que  l'équation  représente  alors  une  courbe  de  ce  plan.  On 
pourra  appliquer  la  méthode  toutes  les  fois  que  l'on  pourra  expri- 
mer les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  en  fonction  d'un 
paramètre.  Il  en  sera  ainsi,  en  particulier,  dans  le  cas  où  la  courbe 
serait   unicursale. 


-  Vil  - 
Je  vais  appliquer  à  deux  exemples  : 

Premieb  exemple.  -  Trouver  toutes  les  surfaces  dont  les 
normales  son/  divisées  en  parties  proportionnelles  par  les  trois 
plans  coordonnes. 

Les  équations  d'une  normale  à  l'une  de  ees  surfaces  sont 

X — x-i-p(Z —  z  )  =  o,         Y       r-Jr-g(Z  —  z)  —  o. 

En  faisant  X  =  o  dans  la  première,  et  Y=  o  dans  la  deuxième, 

on  en  déduit 

ZsB£±££,      z  =  y±q± 
p  q 

cl  il  suffît  évidemment  d'exprimer  que  le  rapporl    de  ces  valeurs 
de  z  est  constant,  ce  qui  donne 

g(x-t-px)  =  p(y-+-qz)k 
ou 

(k  —  *)pq  s  -f-  kpy  —  qx  =  o. 

Si  X  désigne  un  paramètre,  cette  équation  est  satisfaite  identique- 
ment si  l'on  prend 

i  /.       i)zp  —  x    —  /),./•. 

y 


(k-i)zq-hky. 


/. 


Si  l'on  suppose  A  =  const.,  on  obtient  immédiatement  une  combi- 


naison intégrable 


(k  —  i)z  dz  —  x  dx  -+-  kv  dv  —  k\  x  dx  —  -L—2. 

ou  bien 

i  -1-  k  À 
(  i  ■+-  k  A  )  x  dx ; y  dy  —  (k  —  i  )  -  dz  =  o, 

ee  qui  donne,  en  intégrant, 

(i-hkl)x*---  1~hJ     y*  —  (k    -i)**=  a. 
On  met  aisément  cette  équation  sous  la  forme 

X-2  yï 


k  p  +  d 


i  =  o. 


Deuxième  exemple.  —  Trouver  toutes  les  surfaces  /elles  que, 
si  fo/i  prend  le  symétrique  par  rapport  à  V origine  du  pied 
de  la  normale  sur  le  plan  des  ,/r.  le  point  ainsi  obtenu  soit 
situé  sur  la  trace  du  plan  tangent  sur  te  plan  des  xy. 
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On  obtient  facilement  l'équation 

z(p*-+-  qz)  +  %px  -+-  iqy  —  z  —  o, 
que  Ton  peut  écrire 

(pz^-x)*  +  (qz-±-yy-={xï+y^  z"-). 
Sous  celle  forme  elle  est  satisfaite,  identiquement,  en  posant 


=  ^ x'l-\- y--\-  s2  cosç, 


<[  z  -+-y  =  \/  x'l-\-  x2-t-  z'2  sino. 

Si  Ton  suppose  que  cp  soit  un   angle  constant,  on  obtient  une 
combinaison  intésrrable 


z  dz  -\-  x  dx  -+-  y  dy  =  y/.r2  -+- y2  -+-  z2  (  cos  <p  c?.r  -h  sincp  rf/). 
On  en  déduit 

x  dx  -)-  y  dy  -)-  z  d  z  .  .         , 
■'               —  =  cos  ç  dx  -+-  sm cp  dy , 

v/a>2-i-%x2-f-^2 
et,  finalement,  l'intégrale  complète 

a;2+jK2-+-  ~2  —  (x  cosep  -+- _/  sincf  -+-  h  )2 
Ces  deux  exemples  mont  été  communiqués  par  M.  Kœnigs. 


Sur  certaines  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  sont  liés 
par  u/te  relation;  par  M.  L.  Raffy. 

1 .    L'hélicoïde  le  plus  général  est  représenté  par  les  formules 

./■  =  p  cosw,         y  =  c  sin  ta,         s  =  ç(p)-+-  /ko. 

d'où  l'on  déduit,  en  appelant   II,   et  R2   les  rayons   de  courbure 
principaux,  les  deux  relations 

t  p3?'?ff-A2 

K,R2       lp2(i-f-cp'2)  +  A2J2' 
I  1      _   p(p2-H  A2)tp"-f-  [p2(l  — 1-  cpf2>  — t—  2/t2]ç>' 

^  +  fi~2   ~  [p.<,  + ,*)  +  *]* 

On  voit  que  les  deux  rayons  «le  courbure  principaux  sont  fonc- 
tion- l'un  de  l'autre.  (  >n  sait,  d'autre  part,  que  tous  les  hélicoïdes 
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sont  applicables  >m  des  surfaces  de  révolution  el  que  ces  deux 
mêmes  propriétés  appartiennent  aussi  aux  surfaces  à  courbure 
totale  constante.  Nous  allons  montrer  que,  réciproquement, 
toute  surfucr  applicable  sur  une  surface  de  révolution  ,  et 
dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  fonctions  l'un 
de  l'autre,  est  un  hélicoïde  ou  une  surface  à  courbure  totale 
constante,  sauf  dans  un  cas  particulier  <|ni   sera  spécifié  (n°  7). 

2.  Pour  exprimer  que  les  deux  rayons  \\,  el  R2  sont  fonctions 
l'un  de  l'autre,  on  peut  écrire  qu'il  existe  une  relation  entre  leur 
somme  et  leur  produit,  ou  encore  entre  la  courbure  moyenne  et 
la  courbure  totale.  Si  celte  relation  ne  contient  pas  la  courbure 
moyenne,  la  courbure  totale  est  constante.  Ce  cas  signalé  et 
écart»',  non-  pourrons  dire  (pic  K,  -h  Hj  est  une  fonction  de  H,  \\2- 
Or  l'élément  linéaire  de  toute  surface  applicable  sur  une  surface 
de  révolution  peut  toujours  être  ramené  à  la  forme 

ds*=  W2(^"2-+-^2), 

où  W  désigne  une  fonction  de  v  seulement;  la  courbure  totale  ne 
dépend  alors  que  de  v.  Nous  devons  donc  supposer  qu'il  en  est 
de  même  de  la  courbure  moyenne. 

Rappelons  maintenant  les  formules  de  Codazzi.  L'élément  li- 
néaire étant 

ds*=  k*du*-h  CV/r2. 

les  rotations  du  trièdre  formé  par  la  normale  à  la  surface  et  les 
tangentes  aux  courbes  coordonnées  satisfont  aux  six  équations 

kqi+Cp  =  o,  --  —  =  qrt-rqu 

I    d\  àq         'h/i 

i    OC             Or         ôrx 
>r    =  T  T    '  a i~~  =  PVi—  9Pù 


on  a  de  plus 

(3) 


i  i  \/m  —  C</ 

HT  +  ÏT>  ~         AG 
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3.   Introduisons  dans  les  relations  (i)  et  (3)  la  double  hypo- 
thèse A=  C  =  W;  il  viendra 

W 
(i/  <]\  +  P  =  o,  /•=—  ^rt  ''l  =  o, 

(*>  H,        R2  W 

Ainsi,   la  différence  p,  —  q  est  une  fonction  de  v  seulement; 
appelons-la  aV0  et  posons 

(5)  />i={jH-Vo,         gr  =  {i  — Vo, 

en  désignant  par  ij.  une  fonction  inconnue  de  u  et  de  r.  Nous  avons 
maintenant  à  intégrer  les  équations  (2),  qui  peuvent  s'écrire 

/   dp        0\x 

l  dv  ~  dû  ~  ^'  ' 

1    à'X  On  _„ 

(6)  ^  +  ^  =  ^  +  V«"-+V«' 
f  „.       rfr 

On  est  donc  conduit  à  faire  un  dernier  changement  de  fonction 
(-)  p  =  ViCOS-z,         [x  =  Visin'c, 

en  posant,  pour  abréger, 

(8)  V*=V/^"^  W 

\vee  ces  notations,  le  système  (f>),  dont  la  dernière  équation  est 
vérifiée,  se  réduit  aux  deux  suivantes 

dx        .       Oz       V'.—  V,/- 

cosx hsin-c—  =  -  - --.. cost, 

ou  oc  \  1 

Oz  Oz       \\  —  Y,/-    .  \  ô    -V0r 

SI  11  T cost  —  =  — -.- sm  X :rr , 

Ou  av  \  1  >  1 

si  l'on  écarte  provisoirement  l'hypothèse  particulière  V|  =  o.  On 
déduit  de  là 

/        Oz        V'0H   V0r    .  V'j-V.r 

— r  =  — -\ s,n  T Su » 

1         w«  ,  >  1  Vj 

^        ot        Vi-4-Vor 

-cos-c; 


-  11)1  - 

d'où,  égalant  les  deux  expressions  de  t„.  ,,  <>n  conclut 

1  V     v,     /     <fr  "    v, 

"L       V,  V,  dv        V,       J       - 

Nous  avons  ici  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  l'équation  (10) 
détermine  suit  ou  se  réduite  une  identité. 

i.  Premier  cas.  —  L'équation  (10)  détermine  sin-r.  Alors  t 
est  une  fonction  de  la  seule  variable  p;  en  vertu  des  formules  (7), 
(5)  et  (1)',  les  six  rotations  p,  q,  /*,  p,,  qi?  /•,  ne  dépendent  éga- 
lement que  de  v.  Nous  allons  prouver  que  : 

Si  une  surface  a  pour  clément  linéaire 

ds*  =  VV2(rf«!-+-rf<;«), 

W  désignant  une  fonction  de  v,  et  si  les  rotations  du  trièdre 
dont  deux  arêtes  sont  les  tangentes  aux  courbes  m  =  const., 
v  =  const.  ne  dépendent  que  de  e,  cette  surface  est  un  hélicoïde. 

En  effet,  les  rotations  ne  dépendant  que  de  e,  les  formules  de 
Codazzi  (second  groupe)  deviennent 


dp 
dv 
dq 


gfi—rqi. 


I  dr 

\  -fc  =P9t—9Pf 

On  en  déduit  (') 

/>* -+-  q* •+■  r*  =  const.  =  /-, 
et  les  trois  angles  d'Euler  peuvent  s'exprimer  comme  suit  : 

—  sin8  sincp  =  —f  >  —  sinO  cosep  =  y  ,  cos6  =  y ,  >l>  =\ —  lu, 

V  représentant  l'intégrale 

(')  Darboux,  Théorie  des  sur/aces,  t.  I,  p.  52. 

XIX.  12 
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Les  neuf  cosinus  des  trois  arêtes  du  trièdre  sont  donc  connus 
par  les  formules  d'Euler.  Les  coordonnées  X,  Y,  Z,  des  points  de 
la  surface  s'expriment  au  moven  de  ces  neuf  cosinus  et  des  trans- 
lations par  les  formules 

àX         ,        .  âY         ,,        .,  dZ         ,,        ... 

-r-  =o|  +otm  -  =  o  |  +  o  t..  -r-  =  a  E  -+-  A  T. , 

Ou  '  "  'J?/  s  "  Ou  '  " 

dX  t  à\  ,,  dZ 

Mais,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  l'élément  linéaire  et  sur  le 
trièdre,  on  a 

Ê  =  W,        Êt=:r,  =  o,        ïit  =  W; 

en  sorte  qu'il  vient 

dX  OY  dZ 

— -  =  a\V,  —  =  a  \\  .  — -  =  a  W, 

OM  C*«  0« 

»-»w.    ?=»-*.    e=«fw. 

w  w  cH> 

Enfin  rappelons  que,  en  vertu  de  nos  hypothèses.,  les  formules 
de  Codazzi  (premier  groupe)  deviennent 

lW' 
(i)  qi-+-p  =  o,         r=— — ,  rj  =  o; 

par  suite,  la  première  des  relations  (2)'  donne 

XV  p  =  const.  =  A/2. 

5.   Cela  posé,  reportons-nous  aux  formules  d'Euler 

a  =  cos  0  sincp  sin^  -+-  coso  costpg 
6  =  cosO  cosœ  sînip  —  sino  cos<{/, 
c   =  sîti  0  sintjj, 

a'  =  cosO  sin  cp  cos'l  —  coso  sin  >l, 
b'  =  cosO  coso  eosij/  -h  sin  o  sin  '}, 
c'  =  sin  0  cos'|, 

—  a"  =  sinO  sin  cp. 

—  b"  =  sin  0  coscp, 

e"   —  COSÔ, 

ci  jcmplaeons-v  les  angles  H,  cp,  <l  par  leurs  expressions  données 


-   1G3  - 
plus  haut.  Nous  trouvons 

a   =  Vi  COS  lu  —  Y2  sin///.  b   =\3COslu  —  V,  sin///, 

a'  =V2cos/wh   Vi  sin  lu,         b'  =  Y^coslu  +  V3  sin lu, 

en  posant,  pour  abréger, 

r  _       /;/-sinY  q  cosV  _      />/-cosV  y  sinV 

ly/p*-*-q*         \fp*  -+-  y«  l\/p*-{-q*  //>2-+-?2' 

_       grsinV  /?cosV  _      «yz-cnsV  />sinV 

WP--+-<2Z  )/p*-ï-q~*  *         l\/p*-hq*  //?2-+-  ?2 

Nous  connaissons  maintenant  les  différen licites  totales  des  trois 
coordonnées 

rfX  =  \V(Vi  cos  lu  —  V2  sin /m)  cfo  -+-  W(  V3  cos  lu  —  V4  sin /«)<&>, 

rfY  =  W(Vî  cos  lu  -+-V(  sin  /«)  c?m  -+-  W(  V4  cos  lu  -f-V3  sin  /a)  eft>, 

W                                                 Wo 
<tfZ  =  —  (  />  <-/«.  -+-  y  ap  )  =  ni  fin  -\ ^  dv. 

L'intégration  donne,  en  négligeant  des  constantes  addilives, 

Y  WV,    .  YVV, 

X  =  — - —  sin  lu  h —  cos  lu, 

v       WV,    .  WV, 

Y  =  — - —  sin  lu  —  — j —  cos  lu, 


Z  =  hlu  -+-  -    j  \\q  dv 


Ces  formules  peuvent  s'écrire,  en  désignant  par  W0,  W,,  W2 
trois  fonctions  de  t\ 

X=W0cos(Wi-4-/«),       Y  =W05in(Wi  -^  lu),       Z  =  //(\Y,  +  lu)  -+-  W2; 

elles  représentent  des  hélicoïdes,  qui  dépendent  de  deux  para- 
mètres h  et  /,  conformément  au  théorème  de  Bour. 

6.   Remarque.  —  Nous  avons  négligé  (n°  3)  l'hypothèse 

£")  v?  =  £, 

qui,  en  vertu  des  équations  (6),  entraîne 

p  =  f*  =  o, 
(12)  V'0-HVer  =  o. 
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Comme  /*,  d'après  les  formules  (iV,  esl  égal  à  la  dérivée  loga- 
rithmique, changée  de  signe,  de  W,  celte  dernière  relation  montre 
que  V0  est  proportionnel  à  W,  ou,  à  cause  de  l'équation  (4),  que 

la  courbure  moyenne  est  une  constante  -,  •  La  fonction  W  est  d'ail- 
J  k 

leurs  déterminée  par  l'équation  du  second  ordre 

W2        d_  W  _ 
k*   +  dv  W  _°' 

qui  résulte  des  équations  (i  i)  et  (12),  et  qu'il  serait  facile  d'inté- 
grer. Mais  cette  équation  exprime  que  la  courbure  totale  est  con- 
stante et  égale  à  y-2  •  Ainsi  les  deux  rayons  principaux  sont  égaux. 
L'hypothèse  négligée  ne  donnerait  donc  que  des  sphères. 

7.  Second  cas.  —  L équation  (10)  est  une  identité.  —  Nous 
supposons  nuls  le  premier  membre  et  le  coefficient  de  sin  t.  Les 
deux  équations  ainsi  obtenues 

(l3)  /n+W-y      d  v.-v,,- 


04) 


V,       /        dv        V, 
Vt  Vi  dv         Vt 


déterminent  à  la  fois  les  fonctions  V0  et  W  et,  par  suite,  l'élément 
linéaire  proposé.  Les  surfaces  de  révolution  qui  admettent  cet 
élément  linéaire  ne  sont  plus,  comme  dans  le  premier  cas,  engen- 
drées par  une  méridienne  arbitraire.  Néanmoins  il  convient  de 
faire  voir  que  les  surfaces  qui  résultent  de  leur  déformation  et 
dont  les  rayons  de  courbure  sont  fonctions  l'une  de  l'autre  ne 
sont  pas  toutes  des  hélicoïdes.  A  cet  effet,  nous  discuterons  les 
équations  (i3)  et(i4)  et  le  système  (9),  en  supposant  la  quantité 
V'  +  V0/'  d'abord  différente  de  zéro,  puis  égale  à  zéro. 

8.   Hypothèse  I.  —  La  quantité  V„  +  V0r  n'est  pas  nulle.  — 
Si  nous  faisons 

(15)  y" =    », 

nous  pourrons  remplacer  le  système  (i3)  et  (i/j)  par  celui-ci  : 

y;  —  v,#-      <j' 

(16)  '  ..  =  — >  ctj— a2=cr*. 
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La  seconde  équation  s'intègre  aisément;  on  trouve  d'abord 

/  da 

ih-  =  , 


7  y/ ' n--\-  a 
a  étant  une  arbitraire;  puis,  avec  nue  nouvelle  arbitraire  v0, 

■x  y1  a 


»—  >/a  {v— f„) p  Va  W— va) 

(17) 

f   -=\/J!-ra=:  y  a — > 

si  la  constante  a  n'est  pas  nulle;  si  a  =  o,  il  vient 

e  —  l^0  1  V  —  vti 

Revenons    aux   équations  (9),  maintenant  compatibles  et  qui 

s'écriront 

à-  .  7' 

l —  =  7sin-r -, 

\        ou  -j 

<9)  j     *, 

f  — -  =  a  cosx. 

\         ov 

En  y  substituant  successivement  les  expressions  (17)  et  (18) 
de  tr,  puis  intégrant,  nous  obtenons,  abstraction  faite  d'une  con- 
stante qui  s'ajouterait  à  //, 

Jn ,  \  '" 

uy1  a 
lang  — -; 

-V"-""*        V("-'' 
e     -  —  e  2 

et,  clans  le  cas  où  a  =  o, 


tan 

" . 2       4 


tang 

(M) 

'  4-  e  2  l 

e     2 

y/cl 

—  e  2 

De  ces  formules,  on  déduit   facilement  les  expressions  de  p  et 
de  [J-,  ayant 

p  =  Vj  cosx,         ix  =  \'t  sin  — , 

puis  les  autres  rotations,  ainsi  définie--, 

W 

q  1  =  —  />,         Pi  =  H  -+■  Vo,         7  =  ,u  —  \  0,         'i  =0,         /•  =  —  ^-  • 
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Pour  déterminer  les  fonctions  V0  et  W,  il  faudrait  intégrer  le 
système  formé  par  l'équation  (  1 5 )  et  la  première  des  équations  (61  ) 

,     N  V'0-t-V0r  aV0V  ,',  —  /•"  J 

dont  les  seconds  membres  sont  maintenant  connus.  Les  fonctions 
V0  et  rune  fois  obtenues,  on  aurait  W  par  une  quadrature,  r 
étant  sa  dérivée  logarithmique  changée  de  signe. 

Mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'effectuer  cette  intégration  pour 
voir  que  les  quatre  rotations  y?,  y, />«,  c/i  dépendent  à  la  fois  de  m 
et  de  v.  Or  on  peut  établir  que  pour  tout  hélicoïde  à  courbure 
totale  variable,  dont  l'élément  linéaire  a  été  ramené  à  la  forme 
W2  (r)(/Yw2  +  dv2)j  les  rotations  du  trièdre  considéré  sont  des 
fonctions  de  p  seulement. 

D'autre  part,  on  ne  peut  pas  supposer  que  la  courbure  totale 
soit  constante;  car  l'équation 

~  =  const., 

qui  exprime  cette  propriété,  est  contradictoire  avec  le  système  (i()) 
où  c  revêt  l'une  des  formes  (17)  ou  (18).  C'est  ce  qu'on  vérifierait 
sans  difficulté.  En  conséquence,  les  surfaces  dont  nous  venons  de 
nous  occuper  ne  sont  pas  des  hélicoïdes. 

9.  Hypothèse  II.  —  La  quantité  V('(-|-\  0resl  nulle.  Nous  avons 
vu  (n°  6)  que  cette  hypothèse  revient  à  supposer  constante  la 
courbure  moyenne 

Vç  _  1 

W  ~~  k  ' 

Mors  l'équation  (1  .\)  devient  une  identité;  l'équation  (i3)  donne 

v,  v;      w 

l  \i)  ~   —  /•  =    ~    —  w   =  COttSt.  =  X. 

Nous  trouvons  ainsi  les  surfaces  à  courbure  movenne  constante 
applicables  sur  des  surfaces  de  révolution  dont  l'élément  linéaire 
sna  déterminé  par  l'équation  (i3V.  On  en  déduil  d'abord 

.  1  ,\  —  r'<-  '■   '■  '         1  c„  —  ronsl .  I, 
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puis,  en  remplaçant  V,  par  son  expression  aetuelle, 

/       v  wr,  /W«  d    W'\ 

Telle  est  L'équation  qui  détermine  la  fonction  \Y. 
Dans  l'hypothèse  présente,  les  équations  (9)  donnent 

dx  dz 

-7-  =  a,  —  =  o. 

ou  Ov 

On  voit  que,  si  a  n'est  pas  nul,  on  peut  prendre  7  =  a«,  et  sup- 
poser e0  =  o.  Ayant  ainsi 

W  e'J-v 

Vo=  -7-3  Vi  =  -tît;'  P  —  ^  1  cosau,         a  =  Vi  sin  a  u, 

k  W 

nous  connaîtrons,  grâce  aux  formules  (1)'  et  (5),  les  six  rotations 
Pi  P\i  l-i  7i<  ri  r\i  dont  les  quatre  premières  dépendront  de  u  en 
même  temps  que  de  v.  Les  translations  étant  connues  aussi, 

ç  =  *ii=  W,  çi  =  r,  =  o, 

à  chaque  expression  de  W  vérifiant  l'équation 


W^        d  W" 

A-2   +*  W/ 


W2  (  —  - 


correspondra  une  surface  à  courbure  moyenne  constante  j>  qui  ne 

sera  pas  un  hélicoïde  et  qui  sera  applicable  sur  des  surfaces  de 
révolution  à  courbure  moyenne  variable,  d'élément  linéaire 

Il  convient  de  remarquer  que  notre  analyse  donne  toutes  les  sur- 
faces à  courbure  moyenne  7  qui  sont  applicables  sur  des  surfaces 
de  révolution. 

10.  En  supposant  a  ^  o,  nous  avons  écarté  seulement  les  héli- 
coïdes,  puisqu'ils  sont  caractérisés  par  des  rotations  indépen- 
dantes de  u.  Soit  donc  maintenant  a  =  o;  cette  supposition  ne 
donne  que  des  hélicoïdes  à  courbure  moyenne  constante,  puisque 
les  rotations  sont  fonctions  de  v  seulement,  la  fonction  ~  se  rédui- 
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sant  à  une  constante,  et  elle  les  donne  tous.  L'élément  linéaire  de 
ces  hélicoïdes  dépend  de  l'équation 


(ao)' 


qui  s'intègre  par  une  quadrature  elliptique.  Connaissant  l'élément 
linéaire,  on  peut  déterminer  les  surfaces  elles-mêmes.  On  trouve 
ainsi  pour  le  profil  qui  les  engendre  l'équation 


dz  = 


(pM-A2Kp2-+-C)r/p 


?/(p»-i- A* )[*»?»  —  (p2-+-G;2] 

où  C  désigne  une  constante  arbitraire,  et  h  le  pas,  arbitraire  aussi, 
du  mouvement  hélicoïdal;  k  est  toujours  l'inverse  de  la  courbure 
moyenne  donnée.  Nous  ne  développerons  pas  ces  résultats.  Nous 
allons  les  retrouver  en  résolvant  un  problème  plus  général. 

11.  Proposons-nous  de  déterminer  tous  les  hélicoïdes  dont  la 
courbure  totale  et  la  courbure  moyenne  sont  liées  par  une  rela- 
tion linéaire.  Les  surfaces  parallèles  à  un  hélicoïde  étant  elles- 
mêmes  des  hélicoïdes,  il  résulte  d'une  remarque  importante  due 
à  M.  O.  Bonnet  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  an- 
née i853;  p.  433)  que  les  hélicoïdes  dont  la  courbure  totale  et  la 
courbure  moyenne  sont  liées  par  une  relation  linéaire  se  dédui- 
sent des  hélicoïdes  à  courbure  totale  constante,  auxquels  ils  sont 
parallèles.  11  faudrait  donc  déterminer  ceux-ci;  mais  on  peut 
donner  une  solution  directe  du  problème.  Soient  M.  V  I'  Irois 
constantes  données  et  soit 


M 


II,  K, 


N'n; 


V  =  o 


la  relation  proposée.  D'après  les  formules  indiquées  au  n"  I.  la 
fonction  <p(p)  qui  définit  le  profil  générateur  des  hélicoïdes  sera 
déterminée  par  l'équation  différentielle 

33(p'o"        //  '  p(Q*        li'\-J  I  :"'il         tp'*)        2hs]o'        ,, 

M  . — 77 — — ~ni ; — r,    '~  N  - — * ■ ! — t, —  ■+■  r  =  o. 

[P«(n-?'»)  +  AM'  [p,(l  +  f,)+*,]5 


donl  l'intégrale  n'apparaîl  pas  immédiatement.  Mais  on  peul  re- 


—   iGO  — 

marquer  que  les  coefficients  de  M  el  «le  N  ont  respectivement  pour 
expressions 

id  p2  i    d    p2cp' 

20  dp  p2(i  -+-  cp'2)  -+-  h-'  p  dp  y/aî^^  o'2)  —  A2 

Par  suite,  en  intégrant  et  désignant  par  Q  une  constante  arbi- 
traire, on   aura 

Mo2  2  MpV  „   „      ~ 


Cette  équation  détermine  cp'  en  fonction  de  p.  On  est  donc  ra- 
mené à  une  quadrature.  On  pourra  trouver,  en  particulier,  tous 
les  hélicoïdes  à  courbure  moyenne  constante  ou  à  courbure  totale 
constante.  Ces  deux  derniers  problèmes  dépendent  des  intégrales 
elliptiques.  La  remarque  de  M.  O.  Bonnet  prouve  qu'il  en  est  de 
même  du  problème  général  et  détermine  le  changement  de  va- 
riable et  de  fonction  qui  permettrait  de  le  vérifier. 


ERRATA. 


Page  i34,  équation  (3),  au  lieu  de  :  3  (R2  —  p»-H  p'J),  /('se;  .•  3(R!-p'+p':/. 
»      i34,  dernière  ligne,  au  lieu  de  :  !\Rra,  lisez  :  4Rfd- 
»      i4o,  ligne  2  en  remontant,  au  lieu  de  :  inscrit,  lisez  :  circonscrit. 
»      i4i,  ligne  2  en  descendant,  ajoutez  :  Appelons  o,  ofl,  ob,  or  les  centres  des 

cercles  tangents  aux  trois  côtés. 

2  2 

»      i4i,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  :  0oN.,  lisez:  oaNa. 
»      \!\\,  dernière  ligne,  au  lieu  de  :  (p  —  a),  lisez  :  (p  —  a)3. 
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